Mat. I. (BSc.) Algebra2: 3. vizsgadolgozat (normal), I. rész 2022. jun. 16.

NEV: ELTE AZONOSITO:

I. rész (30 perc). Minden teljesen preciz és korrekt vilaszért 1 pont jdar, a tobbiért 0. Indokolni
nem kell. Aki itt nem ér el legaldbb 7 pontot, annak a dolgozata elégtelen, és ekkor a mdsodik
részt ki sem javitjuk.

. Legyen V vektortér és vy,...,v, € V. Irjuk le képlettel, mit jelent az, hogy a (vy,...,v,)

generalt altér a legsziikebb a vy, ..., v, vektorokat tartalmazo6 alterek kozott. A generélt altér
elemeit megado képletet nem kell lefrni.

Minden W altérre vy, ..., v, € W = (v1,...,v,) CW.

. Irjuk ol azt a képletet, amivel a v vektor i-edik koordinatajat a by, ..., b, ortonormalt bazis-
ban komplex folott, skalaris szorzas segitségével ki lehet szamitani.

(b;,v) (fontos a sorrend!)

. Definidljuk a V' vektortér U és W altereinek 6sszegét a halmazos jel6léssel.

U+W={u+weV  :uelUéweW}

. Mondjuk ki a dimenziotételt (felirva azt is, hogy a leképezés honnan hova képez, és az ezen

vektorterekre vonatkozo feltételeket).

Ha A € Hom(V, W) és dim (V') véges, akkor dim Ker(A) 4+ dimIm(A) = dim V.

. Mondjuk ki a linearis leképezések elGirhatosagi tételét.

Ha by, ...,b, bazis a V vektortérben és ¢y, ..., ¢, tetszbleges vektorok
az ugyanazon test feletti W vektortérben, akkor pontosan egy olyan
AV — W linearis leképezés létezik, amelyre A(b;) = ¢; minden 1 < i < n esetén.
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Mit jelent az, hogy a Jordan-alak egyértelmii? A vilaszt a hasonlésag fogalmat felhasznalva
adjuk meg.

Két C™*"-beli matrix akkor és csak akkor hasonlé, ha Jordan-alakjuk a blokkok sorrendjétsl
eltekintve megegyezik. Masképp: Ha egy méatrix hasonl6 két Jordan-alakd méatrixhoz is,
akkor ezek csak a blokkok sorrendjében térhetnek el.

Mondjuk ki a f6tengelytételt, figyelve arra is, hogy milyen test f6lotti méatrixokrol beszéliink,
és hogy milyen bazisrél van szo.

Egy n x n-es valés matrix akkor és csak akkor diagonalizalhatd ortonormalt bazisban
valos folott, ha szimmetrikus, azaz M7 = M.

. Irjuk fo] képlettel, mit jelent az, hogy egy transzformacio tavolsagtarto.

|A(v) — A(w)|| = ||lv — w]|| minden v és w vektorra.

Mondjuk ki az adjungélt transzformaciot a skalaris szorzat segitségével jellemzs tételt.

Az A és B pontosan akkor adjungéltak, ha minden v, w vektorra (A(v),w) = (v, B(w)).

Mondjuk ki azt az allitast, amely a V' és W alterek direkt Gsszegének egy specialis bazisat adja
meg.

Ha by, ...,b, bazis V-ben, és b,.1, ..., b, bazis W-ben, akkor by, ..., b, bazis V & W-ben.




