Bsc algebra2 gyakorlat
Hatodik feladatsor (7. prezentdcio)

Av=(ay,...,a,) és w = (by,...,b,) vektorok skaldris szorzata (v,w) = a;by + ...+ a,b,
(a feliilvonas komplex konjugaltat jelol; a képlet valosban is miikodik, amikor a konjugaltat
ki sem kell irni). Ez mindkét valtozoban dsszegtarté, (\v,w) = Mv,w), (v, \w) = Av, w),
és (v,w) = (w,v) (vagyis a sorrend megforditasakor konjugélni kell). A v és w ortogondlis
(merdleges), ha skalaris szorzatuk nulla. A v hossza ||[v|| = v/]a1]2 + ...+ |a. > = /(v,0)
(a valos esetben az abszolut érték kiirasara sincs szitkség). Ha v és w komponensei valosak,
akkor az « szogiiket a (v,w) = ||v|||w]| cosa képlet definidlja. A Cauchy-egyenl6tlenség
biztositja, hogy a képletbdl kapott cos o € [—1, 1].

Ha W altér, akkor azok a vektorok, amelyek W minden elemére merélegesek, a W+ orto-
gondlis kiegészitd alteret alkotjak, melynek W-vel vett direkt Osszege az egész tér.

Azt mondjuk, hogy b, ...,b, ortonormdlt bdzis, réviden ONB, ha elemei paronként me-
r6legesek és hosszuk 1. Ha v = A\by + ... + \.b,, akkor balrol b;-vel skalarisan szorozva
i = (b;,v). Ezért egy A lineéris transzformacié matrixa ebben az ONB-ben (((b;, A(b;)))).
Ortonormalt bazist a Gram-Schmidt eljdardssal készithetiink: ha by, ..., by mar megvan, és v
nincs benne az altaluk generalt altérben, akkor by 1-et a kovetkezéképpen kapjuk. A v vektor
b; irdnyu vetiiletének hossza (b;, v), ezért b = v—(by, v)by —. . .— (bg, V)b, mar merdleges mind-
egyik b;-re. A b vektort normdljuk, azaz by = b/||b||. Itt (b1, ..., bk, v) és (b1,..., bk, bry1)
ugyanaz az altér, és ||b|| a v pont tdvolsdga a (b, ..., by) altértol.

1. Hatéarozzuk meg az aldbbi két pontpar tavolsagat: (0,1,1) és (1,0,1); (1,1,7) és (0,4, 1).
Szamitsuk ki az elsé két vektor szogét és a masodik két vektor skalaris szorzatat is.
2. Igazoljuk, hogy b, = (1,1)/v/2 és by = (1,—1)/+/2 ONB C*ben is. Adjuk meg ebben

(1,2) és (1,i) koordinatait, majd szamitsuk ki a hosszukat a régi és az 0j koordinatakbdl is.

3. Igazoljuk valds euklideszi térben az alabbi allitdsokat. Mely kozismert geometriai tételek
altalanositasai? Melyek igazak komplex felett is? (1) z L 2 < |lx + z||? = ||z||* + ||z||*
@) llell = llzll <= z+2zLa—2 @) llz+ 2P+ [z - 2] = 2l|* + 2/1z[*.

4. Mennyi a + 2b + 3¢ + 4d maximuma, ha a? + b + ? + d* = 1?

5. Legyen W a térben az z+y— z = 0 egyenleti sik. Adjunk meg W-ben a Gram—Schmidt-
eljarassal egy ortonormalt bézist, és ezt egészitsiik ki a tér egy ortonormaélt bazisava.

6. Alljon a W < R* altér azokbol a vektorokbol, melyek koordinatadsszege nulla. Hatéroz-
zuk meg az (1,2,3,4) pont tavolsagat ettdl a ,hipersik™tol.

7. Legyen U < R* azon vektorok halmaza, melyekben az els6 két koordinata ésszege egyenld
az utolsé két koordinata osszegével. Adjunk meg U-ban egy ONB-t, hatarozzuk meg U+
elemeit, végiil frjuk fel az (1,0,0,0) vektort egy U-beli és egy U+-beli vektor dsszegeként.
8. Igazoljuk, hogy ha bl, bg, bg, b4, b5 ONB, akkor <b1, bg, bg)l = <b4, b5>

9. (**) Legyen by, ...,b, bazis egy euklideszi térben. Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy
olyan ¢y, ..., ¢, béazis létezik, melyre (b;, ¢;) = ;.

10. (**) Legyen «,, illetve (3, az a szog, amelyet az n-dimenzios egységkocka testatloja egy
éllel, illetve egy (n — 1-dimenzids) lappal bezar. Szamitsuk ki oy, B és lim,,_, o, értékét.

11. (**) Egy n-dimenzios valos euklideszi térben maximéalisan hany olyan nem nulla vektor
adhatd meg, melyek koziil barmely kettd szoge «, ha o = 60°, illetve ha o = 120°7



