Bsc algebra2 gyakorlat
Elsd feladatsor (1. prezentdcio)
Kurzus honlapja:

https://zabradi.web.elte.hu/algebra2_22t.html

Konzultacié a hivatalos fogadoorakon kiviil is kérhets: gergely.zabradi@ttk.elte.hu.
Gyakorlati jegy. A két évfolyamzarthelyit legalabb elégségesre kell megirni; ha ez nem
sikertil, akkor a gyakorlatvezetd engedélye esetén javito zarthelyit lehet irni. A gyakorlatokon
irt ropdolgozatokbdl elért jo eredmény segit a gyakorlati jegy felfelé kerekitésében.

1. Linearisan fiiggetlenek-e (kiilon-kiilon) az alabbi méatrixok oszlop-, illetve sorvektorai?
Mindegyik matrixban adjunk meg annyi linearisan fiiggetlen oszlopot, ahényat csak lehet,
az Osszes lehetséges modon.

1 00 1 2 3 1 06 1 21 1 2 3 2 46
001 4 5 6 20 5 1 11 01 2 2 46
010 78 9 300 3 2 3 0 01 3 69

2. Igazoljuk az alabbiakat.

(1) Ha egy vektorrendszerben szerepel a nullvektor, akkor az nem lehet fiiggetlen.
(2) {v} akkor és csak akkor figgetlen, ha v # 0. Mikor lesz fiiggetlen {v, w}?
(3) Ha {v1,ve,v3} fliggetlen, akkor {v; — 3vg, vq, v3} is fliggetlen.

Altalanositsuk a (3) allitast. Ismeriink-e hasonlot egy determinéns oszlopair6l?

3. Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek?
(a) Az R feletti R[z] vektortérben {1,x, 22}, {z,2x, 2% 23}, {1+ 2,1+ 2z,1+ 3z},
{1+ 2,14 2% z+ 2%}
(b) Az R feletti C vektortérben tetszéleges harom komplex szam.
(c) A Q feletti R vektortérben {lg2,1g3,1g6}, illetve {lg2,1g3,1g5}. Altalanositsunk!

4. Igazoljuk, hogy paronként kiilonb6z6 foktu polinomok rendszere mindig fiiggetlen.
5.

Legyenek a, b, ¢ € R paronként kiilonbozsk. Igazoljuk, hogy (z —a)(x —b), (x —b)(x —c),
(x — a)(z — ¢) linearisan fiiggetlenek.

6. Elsall-e a v/3 az 1 és /2 szamok racionalis egyiitthatos linearis kombinaciojaként? Li-
nearisan fiiggetlenek-e 1, \/5, V3 és V6 a racionalis szamok teste f616tt? Altalanositsunk!

7. Tegyiik fel, hogy egy vektortér a, b, ¢, d vektoraira {a,b,d}, {a,c,d}, {b, ¢, d} mindegyike
Osszefiiggs, de {a, b, c} fiiggetlen. Hatarozzuk meg d-t.

8. Mely n-ekre igaz a kovetkez§ allitas: ha vy, ...,v, € R" linearisan fliggetlenek, akkor
V1 + Vg, Vg + VU3, ..., Up_1 + Up, v, + v is fliggetlenek. Mi a helyzet mas alaptest esetén?

9. Van-e harom olyan vektor R*-ben, melyek harom darab kételemd részhalmaza koziil
rendre 1, 2, 3 fiiggetlen? Van-e négy olyan vektor R3-ben, melyek négy darab haromelems
részhalmaza koziil rendre 1, 2, 3, 4 fliggetlen? Es ha a vektorok egyike sem nulla?

10. (*) Vektortér-e R az Fy test f6l6tt a Ov = 0, 1v = 1 szorzasra?

11. (**) Legyen V = C, K = R a szokasos miiveletekkel, és definialjuk a vektortérmtvele-
teket az u v =u+v—1és AOv = v— A+ 1 képletekkel. Ellenérizziik, hogy vektorteret
kaptunk. Hogyan lehetne ezt tigy megtenni, hogy nem szamoljuk végig a nyolc axiéméat?
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12. Tegyiik fol, hogy létezik az AB matrixszorzat. Mely allitdsok igazak az aldbbiak kozil?

(1) AB oszlopvektorai az A oszlopvektorainak linearis kombinacioi.
(2) AB oszlopvektorai a B oszlopvektorainak linearis kombinacioi.
(3) AB sorvektorai a B sorvektorainak linearis kombinacioi.

(4) AB sorvektorai a B oszlopvektorainak linearis kombinacioi.

13. Legyen A € R¥*" tetszéleges adott matrix. Dontsiik el, melyek igazak az alabbi allitasok
koziil (a megfelel6 magassaga nullvektort 0 jeldli):

(1) Ha az A oszlopai linearisan 6sszefliggnek, akkor az Az = 0 egyenletrendszernek van
a 0-t6l kiilonbozs (azaz nem trividlis) megoldésa.

(2) Ha az A sorai linearisan osszefiiggnek, akkor az Az = 0 egyenletrendszernek van nem
trivialis megoldasa.

(3) Ha az A oszlopai linearisan 0sszefiiggnek, akkor az Ax = b egyenletrendszernek egynél
tobb megoldéasa van.

(4) Ha az A oszlopai linearisan osszefiiggnek, akkor az Az = b egyenletrendszernek nem
lehet egyértelmi a megoldasa.

14. Altér-e a W halmaz a V' vektortérben az alabbi esetekben?

(1) V. =Tlx] a T test folott és W (1) a legfeljebb tizedfokuak és a zéruspolinom; (2) a
legalabb tizedfokuak és a zéruspolinom; (3) a paros foku polinomok és a zéruspolinom;
(4) azok a polinomok, ahol minden tag foka péros.

(2) V = R¥*? az R folott, W azok a métrixok, melyeknek (5) minden eleme racionalis;
(6) determinansa nulla; (7) van két azonos eleme; (8) az elsé sor els6 két eleme azonos;
(9) az elemek osszege nulla; (10) az elemek szorzata nulla; (11) az elemek dsszege 3;
(12) az elemek négyzetiosszege 0.

(3) V a komplex szamok vektortere R illetve C {6l6tt, és W = {z | Re(z) = 0}.

(4) V asik R f6lott, W pedig az els6 és harmadik siknegyed uni6ja. Adjuk meg ebben a
vektortérben az Osszes alteret.

15. Legyen W altere az R f6lotti V' vektortérnek, és u,v € V.

(1) Hauw € W és v ¢ W, akkor hol helyezkedhet el u + v7

(2) Hau ¢ W és v ¢ W, akkor hol helyezkedhet el u + v7

(3) Ha 2u+ 6v € W és 3u + v € W, akkor igaz-e mindig, hogy u,v € W7
(4) Ha 2u+ 6v € W és 3u + 9v € W, akkor igaz-e mindig, hogy u,v € W?

Minden nem igaz allitasra adjunk is ellenpéldat.
16. Igaz-e R fol6tt, hogy x € (22 — 1,22 —2,32+2)? Es (z, 22 +2,2+2) = (1, 2+ 1,22 +1)?
17. Ha egy V vektortér vektoraira a ¢ (b,c), b ¢ (a,c) és ¢ € {a,b), akkor mi a ¢?

18. Mi az iires halmazt tartalmazo legsziikebb altér? Mutassuk meg, hogy egy 1 elemmel
generalt altérnek legfeljebb két altere lehet.

19. Mikor lesz egy R feletti vektortérnek véges sok altere? Mi a helyzet mas testek f6lott?
20. Mely linearis egyenletrendszerekre igaz, hogy a megoldasaik alteret alkotnak?

21. Igazoljuk, hogy minden vektortérben 0-v=XA-0=0 és A\(—v) = (—\)v = —Av.

22. (*) Legyen V vektortér a T test folott. Mikor lesz két altér unidja is altér?

23. (**) Hany k-dimenzios altere van az F), feletti n-dimenziés oszlopvektorok terének?



