Algebra2 Intenziv verzio
1. ZH — megoldasok
2012. marcius 30.

1. A karakterisztikus polinom (2 —z)(z —1)%. A minimélpolinom (z — 2)(z — 1) (definicio
szerint ennek 1 kell, hogy legyen a f6egyiitthatoja), hiszen a Cayley-Hamilton tétel sze-
rint osztodja a karakterisztikus polinomnak és minden sajatérték gyoke. Viszont egyszert
behelyettesitéssel adodik, hogy az (z — 2)(z — 1) polinomnak nem gydke a matrix. Igy

az 1 sajatértékhez tartozo legnagyobb blokk mérete 2, azaz a Jordan-féle normaéalalak
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2. A kvadratikus alak matrixa [ 2 5 1 |. Ennek karakterisztikus polinomja z(x —1)(6 —
011
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7), azaz a sajatértékek: 0, 1 és 6. A 0-hoz tartozé normélt sajatvektor | —1/v/6 |, az
1/v6
1/v/5 2/+/30

1-hez tartozo 0 , a 6-hoz tartozo pedig | 5/v/30 | (illetve ezek ellentettjei is
—2/V/5 1/1/30

jok). A négyzetosszeg alak ebbdl: z? + dxy + 5y + 2yz + 22 = (I_23)2+(52x+5y+z)2.

3. Igaz. Egyrész U C U + W, ezért ami U + W elemeire meréleges, az U elemeire is, azaz
(U + W)+ C Ut, hasonléan (U + W)t C W, azaz (U + W)t C U+ N W+, Mésrészt
ha x € Ut NW+, akkor B(x,u + w) = B(x,u) + B(x,w) = 0+ 0 = 0 minden u € U-ra
és w € W-re. Viszont U + W minden eleme u + w alakt, ezért z € (U + W), azaz
Utnw+c (U+w)*

4. Ha X € C™", akkor r(X) = dim(Im(X)). Node dim(Im(X)) = n — dim(Ker(X)),
ezért elég belatni, hogy Ker(A) = Ker(A*A). Viszont Av = 0-bol nyilvan kovetkezik
A*Av =0, az Ker(A) C Ker(A*A). Masrészt ha A*Av = 0, akkor

0= (A*Av,v) = (Av, Av) = || Av|)* .
Viszont ez azt jelenti, hogy Av = 0, hiszen (-, ) pozitiv definit.

5. Legyenek ¢ € End(V) sajatértékei Aj,..., A\, és a hozzajuk tartozo sajatvektorok
rendre vy, ...,v,. Ekkor mivel kiilonboz6 sajatértékhez tartozo sajatvektorok linea-
risan fiiggetlenek, ezért {vy,...,v,} egy bazis V-ben. Legyen v egy p-vel felcserél-
het linearis transzforméacio. Ekkor 1 felcserélhets ¢ — \jid-del is (i = 1,...,n), igy
(v;) = Ker(p — A\id) egy y-invarians altér. Ez viszont pont azt jelenti, hogy v; sajat-
vektora 1-nek is, tehat ¢-nek van sajatbazisa, azaz diagonalizalhato.

6. Legyen mys(z) € K|z] az M méatrix minimélpolinomja. Mivel M invertalhato, a 0 nem
sajatértéke, azaz mpr(0) # 0. Ez pont azt jelenti, hogy mys(z) és x relativ primek a K|[z]



polinomgytrtiben. Mivel K[z|-ben elvégezhets az euklideszi algoritmus, ezért van olyan
f,g € K[x] polinom, melyekre f(x)x + my(x)g(z) = 1. Ebbe 2 = M-et behelyettesitve
azt kapjuk, hogy I = f(M)M + my(M)g(M) = f(M)M, azaz M~ = f(M).

. I bizonyitds: El6szor belatjuk, hogy tr((AB)¥) = tr((BA)*) minden k > 1-re. Vegyiik
észre, hogy (AB)* = AB---AB = AC ¢s (BA)* = BA---BA = CA, ahol C =
B---AB. Ismeretes (volt mult félévben), hogy AC és C'A nyoma megegyezik, igy
(AB)* és (BA)* nyoma is. Node ha AB sajatértékei (multiplicitassal) Ay, ..., \,, és BA
sajatértékei (multiplicitassal) pq, .. ., p,, akkor azt kaptuk, hogy

DN =D
j=1 j=1

minden k£ > 1-re. Viszont a Newton-Girard-formulakbol kovetkezik, hogy az elemi
szimmetrikus polinomok is kifejezhet6k a hatvanyosszegekbdl, ezért a Aj-k ill. p;-k elemi
szimmetrikus polinomjai is megegyeznek. Ezek viszont épp a karakterisztikus polinom
egylitthatoi (elGjeltdl eltekintve), tehat a két karakterisztikus polinom is egyenld.

I1. bizonyitds: Legyen I az n X n-es egységmatrix, O pedig a 0-matrix. Vegyiik észre,
L I A\ . ) I —A blokkmatrix. Ezért AB O it
ogy az | o | inverze éppena ( o . okkmatrix. Ezért a (~ 5 5 | matrix

hasonlé a .
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méatrixhoz, azaz karakterisztikus polinomjaik megegyeznek. Node az el6bbi karakte-
risztikus polinomja (—x)"kap(z), utoébbié pedig (—z)"kpa(x), és ezek egyenlGségébol
kovetkezik a kivant allitas.



