Algebra2 Intenziv verzio
8. gyakorlat
2012. 4prilis 19.

Legyen G egy csoport. Egy g € G elem konjugaltosztalya a hgh~! alakii elemek halmaza,
ahol h € G.
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Igazoljuk, hogy ha G véges csoport, akkor g € G konjugaltosztélyanak elemszama épp
a centralizatoranak az indexe.

Hatarozzuk meg az alabbi csoportok 0sszes elemének centralizatorat és konjugaltoszta-
lyé*t Dn7 Qa S47 SSa A4a A57 GL?(FQ)

Bizonyitsuk be, hogy az (12---n) € S, elem centralizatora pontosan az altala generalt
részcsoport.

. Legyen G egy csoport, és H < G egy részcsoport. Bizonyitsuk be, hogy az Ng(H) —

Aut(H) természetes homomorfizmus magja C(H). (Mi ez a természetes homomorfiz-
mus?)

Bizonyitsuk be, hogy Aut(Z,) = (Z/nZ)* (azaz a modulo n redukalt maradékosztélyok
csoportja).

Hany elemt az ((12---n)) < S, részcsoport normalizatora S,-ben?

Legyen G := GL,(C), és T' < G a diagonalis invertalhaté matrixok csoportja. Bizonyit-
suk be, hogy C(T) = T'. Melyik ismert csoporttal izomorf Ng(T')/T?

Legyen U < G = GL,(C) azon fels6haromszég-méatrixok csoportja, melyekben a f6atlo
elemei 1-esek. Mi Ng(U)?

. Adjunk példat olyan G csoportra és X C G részhalmazra, melyre X ¢ Ng(X).

Legyen G egy véges csoport, melynek rendje 2'm, ahol m paratlan, és a € G egy 2'-rendd
elem. Bizonyitsuk be, hogy Ng({a)) = Cg(a).

Legyen M <G és N <G norméalosztok a G csoportban. Bizonyitsuk be, hogy G/(MNN)
izomorf G/M x G/N egy részcsoportjaval.

Melyik ismert csoporttal izomort az S4 csoport 2-Sylow részcsoportja?
Osztélyozzuk a p3-rendd csoportokat izomorfia erejéig, ahol p primszam.

Bizonyitsuk be, hogy véges p-csoportban minden maximaélis részcsoport indexe p, és
minden p indexi részcsoport normélosztd (és persze maximalis).

Legyen P egy p-Sylow G-ben, és N <1 G. Mutassuk meg, hogy P N N egy p-Sylowja
N-nek, (PN)/N pedig p-Sylowja G/ N-nek.

(Frattini-elv) Legyen N < G és P egy p-Sylowja N-nek. Bizonyitsuk be, hogy G =
NN¢(P), és hogy N¢(P) tartalmazza G egy p-Sylowjat.
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17. Mutassuk meg, hogy azon fels6haromszog-matrixok, melyeknek a f6atlojaban 1-esek
vannak, GL, (F,) egy p-Sylow részcsoportjat alkotjak.

18. Bizonyitsuk be, hogy nincsen 56 rendi egyszert csoport.

19¥ Legyenek p # ¢ primek, és o > 0. Igazoljuk, hogy nincs p®q rendii egyszert csoport.

Megjegyzés: Burnside hires kétprimes tétele, hogy ha p # ¢ primek, akkor nincsen p%g®
rend( egyszert csoport (ahol a és b nemnegativ egészek). Ennek — minden ismert — bizonyitasa
csoportreprezentacioelméletet hasznél, amit (ha az id6 engedi) a 4. félévben fogunk tanulni.



