Algebra2 Intenziv verzio
7. gyakorlat
2012. 4prilis 12.

Egy H < G részcsoportot karakterisztikus részesoportnak neveziink, ha o(H) = H minden
a € Aut(G)-re. Karakterisztikus részcsoportok specialisan norméalosztok is, mivel a normal-
osztok pontosan azok a részcsoportok, melyek invaridnsak minden belsd automorfizmusra.
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Legyen G csoport, N <1 G norméloszt6. Bizonyitsuk be, hogy az N-et tartalmazo K
részcsoport pontosan akkor norméloszté G-ben, ha a kanonikus homomorfizmusnél vett
képe K /N normaloszté6 G/N-ben.

Igazoljuk, hogy Z(G) karakterisztikus részcsoport G-ben.
Bizonyitsuk be, hogy Inn(G) = G/Z(G).

Bizonyitsuk be, hogy Z(S,) =1, han > 3.

Mi Z(D,)? Es Z(Q)?

Mely matrixokbol all Z(GL,(K))? Mennyi |Z(SL,(F,))|?

. Keressiink olyan G csoportot, H < G részcsoportot, és g € G elemet, melyre g 1 Hg <

H.

Mutassuk meg, hogy egy csoportban az n rendd elemek altal generalt részcsoport mindig
normaéloszto, s6t karakterisztikus részcsoport.

Legyen A Abel-csoport, n > 0 egész szam, és irjuk az A-beli mtveletet additivan.
Bizonyitsuk be, hogy nA := {na | a € A}, és A[n] :={a € A | na = 0} karakterisztikus
részcsoportok.

Mely véges csoportoknak létezik olyan masodrendd automorfizmusa, amelynek egyetlen
fixpontja az egységelem? (Az ilyen automorfizmust fixpontmentesnek hivjak.)

Bontsuk ciklikusok direkt szorzatara (Z/8Z)*-et.

Hany elemt Ay, ha A = Zyt X " % o X Zy", ahol n; > 0 minden 1 <@ < r-re és

k > 0 egész szamok? Bizonyitsuk be a véges Abel-csoportok egyértelmiiségi részét.
Bizonyitsuk be, hogy (Z/p"Z)* ciklikus, ha p > 2 prim.
Mely n > 1 egész szamokra ciklikus (Z/nZ)*?

Bizonyitsuk be, hogy Q/Z = @  Z,~, ahol Z,~ jeldli a p-hatvanyrendd komplex
pez prim

egységgyokok csoportjat. (Itt a @ jel a diszkrét direkt szorzatra utal, amit Abel-

csoportok esetén gyakran direkt Gsszegnek is hivnak.)

Bizonyitsuk be, hogy ha A;-ben (i € I) minden elem rendje véges, akkor X A;-ben is,
i€l
de x "A;-ben nem feltétlen.
i€l



