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Egy H ≤ G részcsoportot karakterisztikus részcsoportnak nevezünk, ha α(H) = H minden
α ∈ Aut(G)-re. Karakterisztikus részcsoportok speciálisan normálosztók is, mivel a normál-
osztók pontosan azok a részcsoportok, melyek invariánsak minden belső automorfizmusra.

1. Legyen G csoport, N C G normálosztó. Bizonyítsuk be, hogy az N -et tartalmazó K
részcsoport pontosan akkor normálosztó G-ben, ha a kanonikus homomorfizmusnál vett
képe K/N normálosztó G/N -ben.

2. Igazoljuk, hogy Z(G) karakterisztikus részcsoport G-ben.

3. Bizonyítsuk be, hogy Inn(G) ∼= G/Z(G).

4. Bizonyítsuk be, hogy Z(Sn) = 1, ha n ≥ 3.

5. Mi Z(Dn)? És Z(Q)?

6. Mely mátrixokból áll Z(GLn(K))? Mennyi |Z(SLn(Fp))|?

7. Keressünk olyan G csoportot, H ≤ G részcsoportot, és g ∈ G elemet, melyre g−1Hg �
H.

8. Mutassuk meg, hogy egy csoportban az n rendű elemek által generált részcsoport mindig
normálosztó, sőt karakterisztikus részcsoport.

9. Legyen A Abel-csoport, n > 0 egész szám, és írjuk az A-beli műveletet additívan.
Bizonyítsuk be, hogy nA := {na | a ∈ A}, és A[n] := {a ∈ A | na = 0} karakterisztikus
részcsoportok.

10.∗ Mely véges csoportoknak létezik olyan másodrendű automorfizmusa, amelynek egyetlen
fixpontja az egységelem? (Az ilyen automorfizmust fixpontmentesnek hívják.)

11. Bontsuk ciklikusok direkt szorzatára (Z/8Z)×-et.

12. Hány elemű Apk , ha A ∼= Zn1
p × Z

n2

p2 × · · · × Znr
pr , ahol ni ≥ 0 minden 1 ≤ i ≤ r-re és

k ≥ 0 egész számok? Bizonyítsuk be a véges Abel-csoportok egyértelműségi részét.

13.∗ Bizonyítsuk be, hogy (Z/pnZ)× ciklikus, ha p > 2 prím.

14.∗ Mely n ≥ 1 egész számokra ciklikus (Z/nZ)×?

15. Bizonyítsuk be, hogy Q/Z ∼=
⊕

p∈Z prím
Zp∞ , ahol Zp∞ jelöli a p-hatványrendű komplex

egységgyökök csoportját. (Itt a
⊕

jel a diszkrét direkt szorzatra utal, amit Abel-
csoportok esetén gyakran direkt összegnek is hívnak.)

16. Bizonyítsuk be, hogy ha Ai-ben (i ∈ I) minden elem rendje véges, akkor ×
i∈I
Ai-ben is,

de ×
i∈I

′Ai-ben nem feltétlen.
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