Algebra2 Intenziv verzio
6. gyakorlat
2012. marcius 29.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy csoportban minden elem rendje legfeljebb 2, akkor a csoport

kommutativ.
Legyen g egy n-edrendu elem a G csoportban. Mennyi ¢* rendje?

Tekintsiik a D, diédercsoportot, mint a sik egybevagosagi transzformacidinak részcso-
portjat. Adjuk meg a sik pontjainak orbitjat és stabilizatorat.

Keressiik meg azt a részcsoportot Sy-ben, amelyet a Cayley-tétel bizonyitasa a Klein-
csoporthoz, illetve a Z4 csoporthoz rendel.

5¥ Bizonyitsuk be, hogy ha G egy végtelen Abel csoport, melyben minden valodi részcsoport

10.
11.
12.
137

14.

15.
16.

17.

18.

véges, akkor G = Z,~ valamilyen p primszamra, ahol Zy~ a p-hatvanyrendd komplex
egységgyokok csoportja.

Legyen X legalabb kételemi véges halmaz. Igazoljuk, hogy Sx minden tranzitiv rész-
csoportjaban van fixpontmentes elem. Elhagyhato-e a tranzitivitas feltétele?

. Adjunk meg GLy(C)-ben egy Q-val izomorf részcsoportot.

Hatarozzuk meg a sik egybevigosagi transzformécioibol allo véges csoportokat.

. Igazoljuk, hogy GL, (K) és SL,(K) semmilyen K testre és n > 2 egészre sem kommu-

tativ.

Mennyi |GL,(F,)|? Es |SL,(F,)|?

Milyen elemrendek fordulnak el a GLo(F3) csoportban?

Mik lehetnek GLy(F,)-ben egy p-edrendii elem sajatértékei?

Bizonyitsuk be, hogy ha 2 < n < p és p prim, akkor GL,,(FF,)-ben nincs p? rendd elem.

Legyen G egy csoport, Hy és Hs részcsoportok G-ben. Adjunk sziikséges és elégséges
feltételt arra, hogy Hy; U Hs is részcsoport legyen G-ben.

Van-e Ay-ben 6-odrendi részcsoport?
Van-e olyan végtelen csoport, melyben minden elem rendje véges?

a) Legyen G egy Abel-csoport. Bizonyitsuk be, hogy a véges rendi elemek G-ben
részcsoportot alkotnak (ezt a részesoportot ugy hivjuk, hogy G torziorészesoportja). b)*
[gaz-e az allitas, ha G nem Abel?

Bizonyitsuk be, hogy egy csoport 2 indext részcsoportja mindig normaloszto.
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Hatarozzuk meg Lagrange tételének felhasznélasaval az Sy, Z15 és a (Z/127)* csoportok
Osszes részesoportjat, valamint az Ay alternalé csoport Gsszes negyedrendi részcsoport-
jat. (Itt Zyo a 12 elemii ciklikus csoportot jeloli — ami persze izomorf a modulo 12
maradékosztalyok (Z/12Z)*1 csoportjaval az 6sszeadéasra nézve —, (Z/127Z)* pedig a mo-
dulo 12 redukalt maradékosztalyok csoportja a szorzéasra nézve.)

Hany konjugaltosztéalya van a kvaterniocsoportnak? Mik ezek? Es hany normalosztoja
van?

Mutassuk meg, hogy két véges indexti részcsoport metszete is véges index.

Legyen G véges csoport és H < G. Mutassuk meg, hogy van olyan H szerinti bal oldali
reprezentansrendszer, ami egytuttal jobb oldali reprezentédnsrendszer is H szerint.

Legyenek a, b, ¢, d egész szamok, melyekre (a,b) = (¢,d) = 1. Mutassuk meg, hogy az
a/b és c/d altal Q*-ban generalt részcsoport ciklikus. Melyik elem generalja?

[gazoljuk, hogy a racionalis szdmok additiv csoportja nem végesen generalt, sGt, mini-
maélis generatorrendszere sincs.

Bizonyitsuk be, hogy végesen generalt csoportnak minden véges indexid részcsoportja
végesen generalt.

Melyik csoporttal izomorf Aut(Q)?

27 Bizonyitsuk be, hogy ha G/Z(G) ciklikus, akkor G kommutativ.



