
Algebra2 Intenzív verzió
6. gyakorlat

2012. március 29.

1. Bizonyítsuk be, hogy ha egy csoportban minden elem rendje legfeljebb 2, akkor a csoport
kommutatív.

2. Legyen g egy n-edrendu elem a G csoportban. Mennyi gk rendje?

3. Tekintsük a D4 diédercsoportot, mint a sík egybevágósági transzformációinak részcso-
portját. Adjuk meg a sík pontjainak orbitját és stabilizátorát.

4. Keressük meg azt a részcsoportot S4-ben, amelyet a Cayley-tétel bizonyítása a Klein-
csoporthoz, illetve a Z4 csoporthoz rendel.

5.∗ Bizonyítsuk be, hogy ha G egy végtelen Abel csoport, melyben minden valódi részcsoport
véges, akkor G ∼= Zp∞ valamilyen p prímszámra, ahol Zp∞ a p-hatványrendű komplex
egységgyökök csoportja.

6. Legyen X legalább kételemű véges halmaz. Igazoljuk, hogy SX minden tranzitív rész-
csoportjában van fixpontmentes elem. Elhagyható-e a tranzitivitás feltétele?

7. Adjunk meg GL2(C)-ben egy Q-val izomorf részcsoportot.

8. Határozzuk meg a sík egybevágósági transzformációiból álló véges csoportokat.

9. Igazoljuk, hogy GLn(K) és SLn(K) semmilyen K testre és n ≥ 2 egészre sem kommu-
tatív.

10. Mennyi |GLn(Fp)|? És |SLn(Fp)|?

11. Milyen elemrendek fordulnak elő a GL2(F3) csoportban?

12. Mik lehetnek GL2(Fp)-ben egy p-edrendű elem sajátértékei?

13.∗ Bizonyítsuk be, hogy ha 2 ≤ n < p és p prím, akkor GLn(Fp)-ben nincs p2 rendű elem.

14. Legyen G egy csoport, H1 és H2 részcsoportok G-ben. Adjunk szükséges és elégséges
feltételt arra, hogy H1 ∪H2 is részcsoport legyen G-ben.

15. Van-e A4-ben 6-odrendű részcsoport?

16. Van-e olyan végtelen csoport, melyben minden elem rendje véges?

17. a) Legyen G egy Abel-csoport. Bizonyítsuk be, hogy a véges rendű elemek G-ben
részcsoportot alkotnak (ezt a részcsoportot úgy hívjuk, hogy G torziórészcsoportja). b)∗

Igaz-e az állítás, ha G nem Abel?

18. Bizonyítsuk be, hogy egy csoport 2 indexű részcsoportja mindig normálosztó.

1



19. Határozzuk meg Lagrange tételének felhasználásával az S3, Z12 és a (Z/12Z)× csoportok
összes részcsoportját, valamint az A4 alternáló csoport összes negyedrendű részcsoport-
ját. (Itt Z12 a 12 elemű ciklikus csoportot jelöli – ami persze izomorf a modulo 12
maradékosztályok (Z/12Z)+ csoportjával az összeadásra nézve –, (Z/12Z)× pedig a mo-
dulo 12 redukált maradékosztályok csoportja a szorzásra nézve.)

20. Hány konjugáltosztálya van a kvaterniócsoportnak? Mik ezek? És hány normálosztója
van?

21. Mutassuk meg, hogy két véges indexű részcsoport metszete is véges indexű.

22. Legyen G véges csoport és H ≤ G. Mutassuk meg, hogy van olyan H szerinti bal oldali
reprezentánsrendszer, ami egyúttal jobb oldali reprezentánsrendszer is H szerint.

23. Legyenek a, b, c, d egész számok, melyekre (a, b) = (c, d) = 1. Mutassuk meg, hogy az
a/b és c/d által Q+-ban generált részcsoport ciklikus. Melyik elem generálja?

24. Igazoljuk, hogy a racionális számok additív csoportja nem végesen generált, sőt, mini-
mális generátorrendszere sincs.

25.∗ Bizonyítsuk be, hogy végesen generált csoportnak minden véges indexű részcsoportja
végesen generált.

26.∗ Melyik csoporttal izomorf Aut(Q)?

27.∗ Bizonyítsuk be, hogy ha G/Z(G) ciklikus, akkor G kommutatív.
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