10.

Algebra2 Intenziv verzio
4. gyakorlat
2012. marcius 8.

. Tekintsiik a —22 + 102y — y® — 22 és a —32T + 4ixy — 4iTy + 3yy — 27 kvadratikus alakot

R illetve C felett. Irjuk fel ezek matrixat, transzformaljuk éket négyzetosszeggé, végiil
hatarozzuk meg karakteriiket.

Mely testek folott diagonalizalhaté az x1ys + x2y; szimmetrikus bilineéris fiiggvény?
A valos test esetében adjuk meg az Osszes ortogonalis bazist.

Legyen ¢ kvadratikus alak egy valos feletti vektortéren, eq, ..., e, egy g-ortogonalis bézis,
es U = (e; | qle;) >0), V={(e|qle;) >0), W= (e; | gle;) = 0). E harom altér koziil
melyek fliggetlenek az eq, ..., e, bazistol?

Ellentmond 22 + 3% + (z + y)? = (v/32)? + (v/3y)? — (z — y)? a tehetetlenségi tételnek?
(Mindkettd négyzetosszeg, de az egyikben van egy minusz elgjel is. Hogy lehet ez?)

. Igazoljuk, hogy minden komplex bilinearis fiiggvény egyértelmtien irhaté a+ 3i alakban,

ahol « és 3 Hermite-ikus.

Legyen (3 pozitiv definit bilinearis fiiggvény. Igaz-e, hogy tetszéleges vy, ..., v, vektorok
akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha a |((5(v;,v;))| determinans nullatol kiilonbozs?

Mely valés szimmetrikus bilineéris fiiggvényekre eleme minden nem nulla vektor egy
ortogonalis bazisnak?

Mely 8 komplex bilinearis fiiggvényekre igaz, hogy B(u,v) =0 <= p(v,u) =07

Legyen ey, es, e3 a 3-dimenzios euklideszi tér egy ortonormalt bazisa. Bizonyitsuk be,
hogy az

1 1 1
{al = 5(261 +2ey —e3); ag = 5(261 — 69+ 2e3); as = §<_€1 + 2e5 + 263)}
is ONB.
[gazoljuk, hogy a legfeljebb n-edfokt komplex egyiitthatos polinomok az

(f.9) ::/0 f®)g(t)dt

skalarszorzattal egy (n + 1)-dimenzios euklideszi teret alkotnak. Az 1,z, 2%, ... polino-
mokbol kiindulva a Schmidt-féle ortogonalizicios eljaras milyen polinomokat szolgéaltat?

11F Legyenek a P, (z) polinomok a kivetkezSképpen definidlva:

Po(z) =1, Py(a) = —— T & =D

= > 1).
21| dxm (n>1)



Bizonyitsuk be, hogy a valos egyiitthatos polinomok vektorterében a P, (z) polinomok
ortogonalis rendszert alkotnak, ha a skalérszorzatot az

(f.9) = / I

képlettel definidljuk. (Ezek az un. Legendre-polinomok.)

12¥ Adjuk meg explicite P,(z)-et 1 < n < 4 esetén és bizonyitsuk be, hogy P,(1) = 1
minden n-re teljesiil.

13F Bizonyitsuk be, hogy P,(x)-nek pontosan n kiilénb6z6 valés gyoke van, amelyek mind
a (—1,1) nyilt intervallumba esnek.

14F Keresslink olyan skalaris szorzast a valos egyiitthatos polinomok vektorterén, melyre
nézve a T),(cos a) = cosna képlettel definialt Csebisev-polinomok ortogonélis rendszert
alkotnak.



