
Algebra2 Intenzív verzió
3. gyakorlat

2012. március 1.

1. Egy K[λ]n×n-beli mátrixot λ-mátrixnak nevezünk. Egy λ-mátrix elemi átalakításának
a következő lépések valamelyikét nevezzük:

(i) Két sor (vagy oszlop) cseréje.

(ii) Egy sorhoz (ill. oszlophoz) hozzáadjuk egy másik sor (ill. oszlop) polinomszorosát.

(iii) Egy sort vagy oszlopot megszorzunk egy 0 6= c ∈ K számmal.

Bizonyítsuk be, hogy minden λ-mátrix elemi átalakításokkal

f1(λ) 0
. . .

0 fn(λ)

 dia-

gonális alakra hozható, ahol fi(λ) | fi+1(λ) (i = 1, . . . , n−1) és minden fi főegyütthatója
1.

2. Jelölje egy n × n-es λ-mátrix összes k × k-as aldeterminánsának („minorjának”) legna-
gyobb közös osztóját Dk(λ). (Tehát D1(λ) az összes elem legnagyobb közös osztója,
Dn(λ) a mátrix determinánsa.) Bizonyítsuk be, hogy ha két λ-mátrix ekvivalens (azaz
elemi átalakításokkal egymásbavihető), akkor rájuk ugyanaz a Dk(λ) adódik minden
1 ≤ k ≤ n-re.

3. Bizonyítsuk be, hogy Dk−1(λ) | Dk(λ) (2 ≤ k ≤ n). A dk(λ) := Dk(λ)
Dk−1(λ)

hányadosokat a
mátrix invariáns osztóinak nevezzük.

4. Mit jelent az, ha Dr(λ) 6= 0, de Dr+1(λ) = 0?

5. Bizonyítsuk be, hogy az alábbi feltételek az A és B λ-mátrixokra ekvivalensek:

a) A és B ekvivalens

b) A-ra illetve B-re kiszámolva Dk(λ)-t, ugyanazt kapjuk

c) Léteznek olyan P,Q λ-mátrixok, melyek determinánsa 6= 0 konstans, és PAQ = B.

6. Legyen K algebrailag zárt. Az A ∈ Kn×n mátrixra készítsük el az A − λI λ-mátrixot,
tekintsük annak d1(λ), . . . , dr(λ) (dr+1(λ) = · · · = dn(λ) = 0) invariáns osztóit és azok
di(λ) = (λ−λ(i)

1 )n
(i)
1 . . . (λ−λ(i)

ki
)
n

(i)
ki gyöktényezős felbontásait. A (λ−λ(i)

j )n
(i)
j polinomok

összességét az A mátrix elemi osztóinak nevezzük. (Tehát pl. ha az invariáns osztók 1,
λ, λ2(λ + 1), λ2(λ + 1)2, akkor az elemi osztók: λ, λ2, λ2, λ + 1, (λ + 1)2.) Mutassuk
meg, hogy az elemi osztók ekvivalencia erejéig meghatározzák a λ-mátrixot (ha még az
r rangot is ismerjük).

7. Legyen K algebrailag zárt. Mutassuk meg, hogy az A,B ∈ Kn×n mátrixok akkor és
csak akkor hasonlók, ha az A− λI és B − λI λ-mátrixok ekvivalensek.

8. A fentiekből állítsunk össze egy módszert egy A ∈ Kn×n mátrix Jordan-féle normálalak-
jának meghatározására.
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9. Hogyan lehet az elemi osztók segítségével meghatározni a minimálpolinomot?

10.∗ Az 1.-5. feladatok megoldásában mit használtunk ki a K[λ] gyűrűről? Igazoljuk, hogy
minden véges Abel-csoport felbontható Z/nZ alakú (azaz ciklikus) csoportok direkt
szorzatára.

11. Bizonyítsuk be, hogy algebrailag zárt test fölött minden négyzetes mátrix hasonló a
transzponáltjához.

12. Mi az összefüggés a mátrix sajátértékei, determinánsa, nyoma és karakterisztikus poli-
nomja között?

13. Hányféle lehet egy 6× 6-os nilpotens mátrix Jordan-féle normálalakja?

14. Legyen β egy bilineáris függvény. Bizonyítsuk be, hogy u ⊥β v akkor és csak akkor
szimmetrikus reláció, ha β szimmetrikus vagy alternáló.

15. Bizonyítsuk be, hogy minden alternáló bilineáris függvény alkalmas bázisban diagonális

blokkmátrix alakra hozható, ahol minden blokk a főátlóban a
(

0 1
−1 0

)
vagy a 0 mátrix

valamelyike.

16.∗ Adjunk példát olyan K testre, melyre (K× : (K×)2) = 4.

17.∗ Hány páronként nem ekvivalens nem-elfajuló szimmetrikus bilineáris függvény van az
Fp feletti n-dimenziós vektortéren?
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