Algebra2 Intenziv verzio
3. gyakorlat
2012. marcius 1.

. Egy K[A]"*"-beli matrixot A\-méatrixnak neveziink. Egy A-matrix elemi dtalakitdsinak
a kovetkezd lépések valamelyikét nevezziik:

(1) Két sor (vagy oszlop) cseréje.
(17) Egy sorhoz (ill. oszlophoz) hozzaadjuk egy mésik sor (ill. oszlop) polinomszorosét.

(1i1) Egy sort vagy oszlopot megszorzunk egy 0 # ¢ € K szammal.

fi(A) 0
Bizonyitsuk be, hogy minden A\-méatrix elemi atalakitdsokkal . dia-
0 fu(N)
gonalis alakra hozhato, ahol f;(A) | firi(A) (i =1,...,n—1) és minden f; f6egyiitthatoja
1.

. Jelolje egy n x n-es A-métrix dsszes k X k-as aldeterminansanak (,minorjanak”) legna-
gyobb kozos osztojat Dy (M). (Tehat Di(N\) az Osszes elem legnagyobb kozos osztoja,
D,,()\) a matrix determinansa.) Bizonyitsuk be, hogy ha két A-métrix ekvivalens (azaz
elemi atalakitdsokkal egyméasbavihets), akkor rajuk ugyanaz a Di(A\) adodik minden
1 <k <n-re.

. Bizonyitsuk be, hogy Dy1(A) | De(A) (2 <k <n). A di()) = 5295 hanyadosokat a

matrix invaridns osztoinak nevezzik.
. Mit jelent az, ha D,.(\) # 0, de D, 1(\) =07
. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi feltételek az A és B A-matrixokra ekvivalensek:

a) A és B ekvivalens
b) A-ra illetve B-re kiszamolva Dy (\)-t, ugyanazt kapjuk
c¢) Léteznek olyan P, () A-matrixok, melyek determinénsa # 0 konstans, és PAQ = B.

. Legyen K algebrailag zart. Az A € K™ matrixra készitsiik el az A — Al A-matrixot,
tekintsiik annak dy(N),...,d,(A) (dyy1(A) = -+ = dp(X) = 0) invarians osztoit és azok
di() = (A=A (A= 2Dy gyoktenyends felbontasait. A (A— A7) polinomok
Osszességét az A matrix elemi osztdinak nevezziik. (Tehét pl. ha az invarians osztok 1,
A, A2(A 4 1), A2\ + 1)2, akkor az elemi osztok: A, A2, A2, A+ 1, (A + 1)) Mutassuk
meg, hogy az elemi osztok ekvivalencia erejéig meghatarozzak a A-méatrixot (ha még az
r rangot is ismerjik).

. Legyen K algebrailag zart. Mutassuk meg, hogy az A, B € K™*" matrixok akkor és
csak akkor hasonlok, ha az A — \I és B — Al A-matrixok ekvivalensek.

. A fentiekbdl allitsunk 6ssze egy modszert egy A € K™ matrix Jordan-féle normalalak-
janak meghatarozésara.



9.

Hogyan lehet az elemi osztok segitségével meghatarozni a minimalpolinomot?

10¥ Az 1.-5. feladatok megoldasaban mit hasznaltunk ki a K[)\] gytrirsl? Igazoljuk, hogy

11.

12.

13.

14.

15.

minden véges Abel-csoport felbonthaté Z/nZ alaka (azaz ciklikus) csoportok direkt
szorzatara.

Bizonyitsuk be, hogy algebrailag zart test f6lott minden négyzetes matrix hasonl6 a
transzponaltjahoz.

Mi az Osszefliggés a matrix sajatértékei, determinansa, nyoma és karakterisztikus poli-
nomja kozott?

Hanyféle lehet egy 6 x 6-os nilpotens matrix Jordan-féle normélalakja?

Legyen (3 egy bilineéris fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy u Lg v akkor és csak akkor
szimmetrikus relacio, ha (3 szimmetrikus vagy alternalo.

Bizonyitsuk be, hogy minden alternalé bilinearis fliggvény alkalmas bézisban diagonalis
blokkmétrix alakra hozhato, ahol minden blokk a f6atloban a ( 0 1) vagy a 0 matrix

-1 0
valamelyike.

16 Adjunk példat olyan K testre, melyre (K> : (K*)?) = 4.

17* Hany paronként nem ekvivalens nem-elfajulé szimmetrikus bilinearis fiiggvény van az

F, feletti n-dimenzios vektortéren?



