Algebra2 Intenziv verzio
2. gyakorlat
2012. februar 23.

. Adjunk meg a térben egy olyan linearis transzforméciot, melynek van olyan kétdimenzios
invarians altere, ami nem sajataltér.

. a) Bizonyitsuk be, hogy egy tetszéleges K test feletti polinom elGéll egy alkalmas K
feletti vektortéren értelmezett linearis transzformécié karakterisztikus polionomja-
ként.

b) Igaz-e az allitas karakterisztikus polinom helyett minimalpolinommal?
c) Igaz-e, hogy ha f egy k-adfoka polinom, és k < n, akkor f egy alkalmas n x n-es

matrix minimélpolinomja?

. Hany dimenzios alteret generdlnak egy A € Hom(V') transzformécié nemnegativ egész
kitevGjd hatvanyai?

. Oldjuk meg Q**%-ben az X* = 2X egyenletet.
. Bizonyitsuk be, hogy ha A nilpotens n x n-es méatrix, akkor A™ = 0.

. Legyen V' véges dimenzios, A € Hom(V) és 0 # v € V. Jelolje tovabba my, azt a
minimélis fokd normalt polinomot, melyre my4,(A)v = 0. Igazoljuk a kovetkezsket:

a) A minimalpolinomja m4 az Osszes my, legkisebb kozds tobbszorose, midén v befutja
V-t.

b) W = (v, Av, A%v,...) épp a v-t tartalmazo6 legszitkebb A-invarians altér.
c) dim(W) = deg(ma,).

d) Ha m-nak van k-adfoku irreducibilis osztoja, akkor A-nak van k-dimenzios invarians
altere.

e) Egy lineéris transzformacio karakterisztikus polinomja akkor és csak akkor irreduci-
bilis, ha a transzformécionak csak két invarians altere van (a trivialisak).

Hatarozzuk meg az m,, polinomot tetszéleges v esetén, ha A a sikon egy tengelyes
tiikrozés, egy forgatas, valamint ha A a derivalas a polinomok vektorterén.

. Igaz-e, hogy egy n x n-es C feletti matrix pontosan akkor diagonalizalhato, ha sajatal-
tereinek Osszege az egész tér?

. Legyen A egy komplex elemii métrix. Igaz-e, hogy ha a) A% = [; b) A% =0, akkor
A diagonalizalhato?

. Legyen K test, A\ € K, és M az az n x n-es Jordan-blokk, melynek f&atlojaban A,
alatta, vele parhuzamosan csupa 1-es, a matrix tobbi helyén pedig mindeniitt nulla all.
Igazoljuk, hogy ha f € K|[z], akkor az f(M) matrix elemei a kivetkezok: a f6atlo felett
csupa nulla all, és a féatloval parhuzamos, a f6atlotol lefelé szamitott k-adik ,ferde sor”
mindegyik eleme f*)(\)/k!, ahol a ¥ kitevs k-adik derivaltat jelol (0 < k < n — 1).
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Hatarozzuk meg az (_12 g) matrix Jordan-normaélalakjat, majd szamitsuk ki a 2011-
edik hatvanyat.

Jelolje Jy i a k x k-as, A sajatértékhez tartozé Jordan-blokkot.

a) Hatarozzuk meg J, ; minimalpolinomjat.

b) Hogyan hatarozhaté meg egy matrix (transzformécio) Jordan-normalalakjabol a mi-
nimalpolinom?

c¢) Igazoljuk, hogy egy (komplex elemt, négyzetes) matrix minimélpolinomja pontosan
akkor egyezik meg a karakterisztikus polinomjaval, ha minden sajatértéke csak egy
Jordan-blokkban fordul el6. Hany fiiggetlen sajatvektor tartozik ilyenkor egy-egy
sajatértékhez?

d) Adjunk 1j bizonyitast a Cayley-Hamilton-tételre komplex elemd méatrixok esetén.
Hatarozzuk meg J) , négyzetének a Jordan-normalalakjat.

Mi a Jordan-normélalakja egy Jordan-blokk transzponaltjanak? Mutassuk meg, hogy
minden M € M, (C) méatrix hasonlé a transzponaltjahoz.
a) Melyek azok a k x k-as matrixok, amelyek felcserélhetGek Jy j-val?

b) Tegyiik fol, hogy az M € CF** matrix Jordan-normalalakja egyetlen blokkbol all.
Igazoljuk, hogy az M-mel felcserélheté matrixok halmaza {p(M) | p € C|x]}.

cf Igazoljuk a fenti allitds megfelelgjét abban az altalanosabb esetben, amikor M min-
den sajatértéke csak egy Jordan-blokkban fordul el6.

dy Es altaldban {A € C** | AM = M A} =?

Legyen t # 0, 0 pedig tetszbleges komplex szam. Hatarozzuk meg a
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matrix Jordan-normaélalakjat.



