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. Hatéarozzuk meg az alabbi linearis transzformaciok, illetve matrixok sajatértékeit, saja-
taltereit, karakterisztikus polinomjat és minimélpolinomjat.

a) Az aldbbi méatrixok R illetve C felett:
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Melyek diagonalizélhatoak? Szamitsuk ki az utolsé két matrix n-edik hatvanyat.

b) A vektortér a sik R felett, a transzformécio pedig az y = x egyenesre valo tiikrozés;
az erre az egyenesre valo, fligg6leges iranyu vetités; az origd koriili @ szogi forgatas.

¢) A transzformécio a derivalas az R[z| legfeljebb masodfoku elemeinek vektorterén.
. Melyek igazak az alabbi allitdsok koziil?

a) Ha X sajatértéke A-nak, akkor A\? sajatértéke A%-nek.

b) Ha A\? sajatértéke A%-nek, akkor \ sajatértéke A-nak.

c) Ha 0 sajatértéke A%-nek, akkor 0 sajatértéke A-nak.

. Legyen A egy linearis transzformécio egy V' végesdimenzios vektortéren, és U egy invari-
ans altér. Jeloljiik Ay-val A U-ra valé megszoritasit, Ay, pedig a faktortéren indukalt

lineéris transzforméaciot. Bizonyitsuk be, hogy a karakterisztikus polinomokra fennall a
ka(z) = ka, (¥)ka,,, (v) Osszefiiggeés.

. Tegytik fel, hogy A egy olyan linearis transzformacio egy n-dimenzios téren, melynek n
kilénbo6z6 sajatértéke van. Igazoljuk, hogy A-nak pontosan 2™ invarians altere van.

. Igaz-e, hogy a diagonalizalhatosag azzal ekvivalens, hogy a sajatalterek Osszege az egész
tér?

. Mutassuk meg, hogy ha AB = BA, akkor Im(A) és Ker(A) B-invarians altér. Elhagyhato-
e a felcserélhetdség feltétele?

. Legyen V egy C feletti n-dimenzi6s vektortér, A pedig egy linearis transzformacié V-n.
Bizonyitsuk be, hogy V-nek minden 0 < k < n-re van k-dimenziés A-invarians altere.

. Legyen ¢ egybevagosigi transzformécié a térben, mely a P pontot helyben hagyja.
[gazoljuk, hogy van olyan ) # P pont, melyet ¢ vagy helyben hagy, vagy P-re tiikroz.

. Alljon I azon Q[z]-beli polinomokbél, melyeknek gydke a /2. Mi ennek az idealnak a
generatoreleme?



10. Melyek azok a linearis transzformaciok a sikon, melyeknek minimélpolinomja els¢foki?
Melyek azok, amelyeknek a minimalpolinomja és a karakterisztikus polinomja kiilonbo-
267

11. Hatéarozzuk meg egy altalanos diagonalis matrix minimélpolinomjat.

12¥ Mutassuk meg, hogy egy komplex elemi négyzetes matrix akkor és csak akkor nilpotens,
ha minden hatvanyédnak 0 a nyoma. Az els6 hany hatvanyra kell csak feltenni?

13¥ Bizonyitsuk be, hogy ha M egy komplex elemd matrix, akkor n — oo esetén M"™ akkor
és csak akkor tart nulldhoz, ha M minden sajatértékének az abszolut értéke 1-nél kisebb.

14¥ Igazoljuk, hogy egy Q™*™-beli matrix minimalpolinomja ugyanaz Q és C felett.

15. Legyen V' a valos fiiggvények vektortere a pontonkénti mitiveletekre, és r € R esetén
D, € Hom(V,V) az a transzformacio, melyre D,.(f)(z) = f(z +r) — f(z). Igazoljuk,
hogy D, D, = DyD,. Mutassuk meg tovabba, hogy egy n-edfoka polinom nem allithato
els (legfeljebb) n darab periodikus fiiggvény Osszegeként.



