Bsc algebral gyakorlat
Masodik zdarthelyi A csoport (2021. december 7.) — eredmények és pontozds

1. a) Az inverziok szama 8, ezért az eljel + (1 pont). Ez abbol is latszik, hogy a ciklusfelbontas
(125)(346).
b) A keresett determindns 23 -7 = 392. A 2 vagy a 7 helyes kitevsjéért adhato 1 pont, a 23 - 7% valasz
maximalis pontot ér.
c) A negyedik sor szerint kifejtve az eredmény 10. A kifejtési tétel helyes felirasa 1 pont, a két 3 x 3-
as determinéns meghatarozasa 1-1 pont. Gauss-eliminacio esetén helyes 1épések szamaval ardnyos

pontozas.
4 2 4
2. a) Az eredmény 24A7A = (2 10 14 ]. (1 pont)
4 14 20
-2 1 3
b) Gauss-eliminacioval szamolva az eredmény [ 3 —2 —3|. (3 pont)
-1 1 1

c) A determinans 2 (1 pont), ezért a keresett elem 1

5 1‘ = —1 (1 pont).

3. a) A gyokok és egyiitthatok Gsszefiiggései szerint a gyokok szimmetrikus polinomjai oy = %, 09 =

%, o3 = %, o4 = % (1 pont). A négyzetisszeg o — 209 = —%, a reciprokésszeg 2 = (1 pont).

b) A 2,3,5,7,11 primek jonnek szoba. Ezek koziil a 7 osztoja a fGegyiitthatonak, az z? egyiitthatoja
nem oszthaté 2-vel, az x egyiitthatoja nem oszthato 11-gyel, 3% pedig osztdja a konstans tagnak.
Ezért csak a p =5 jo. 1 pont akkor jar, ha a fenti 6t prim koziil legalabb hédrom esetében helyes a
valasz.

c) ¥ +322+2= (22> —x—1)(x/2+7/4)+ (92/4+15/4), tehat a maradék 9z/4+15/4 (2 pont). Ezt
tgy is megkaphatjuk, hogy az 23 + 322 + 2 polinomba helyettesitjiik az z = 1-et és x = —1/2-et
(ezek a 222 — x — 1 polinom gydkei) és a kapott értékekre illesztiink elséfokt polinomot.

4. a) 2% — 1 = Oy(2)Py(2)P3(x)Pg(7) Py (2)P13(7) Por(7)Pss(x) = (218 — 1)Por(7)Ps4(x) (1 pont).

Mésrészt $or(z) = 218 + 2% + 1 (mivel 27 primhatvény) (1 pont), ezért ®54(x) = (xlg_f)”z;gimgﬂ) =
I36+$18+1

Treta = ' —2° +1 (1 pont). Alternativ megoldas: 6 | 54 és 54 minden primosztoja oszt6ja
a 6-nak (1 pont), ezért ®s4(z) = ®g(2°¥/%) (1 pont). Viszont ®g(z) = 22 — x + 1, ezért Psy(v) =
Pg(2?) = '8 — 29 + 1 (1 pont).

b) Zsy-ben tagonként lehet négyzetre emelni (1 pont), ezért 2 + 2zt + 22 +1 = (23 + 22 + 2+ 1)%. Az
x = 1 gyok, ezért kiemelhetjiik a gyoktényez6t: 2° + 22 + x4+ 1= (z+1)(2*+1) = (z +1)* (1
pont), tehat a helyes valasz 2% + 2* + 2% + 1 = (x + 1)® (1 pont).

5. (6 pont) Minden j = 1,...,n-re vonjuk le a (j+ 1)-edik oszlop x;-szeresét az els6 oszlopbol. (2 pont)
Ekozben nem valtozik a determinans (1 pont), tehat

0 21 Ty - T, |—2T m xy - Ty
Jj=1
7o 10 | 9 0 1 0 - 0
x‘g O 1 . = 0 01 . (1 pont)
: : o 00 . .
: : .. .0
z, 0 --- 0 1 0 0 ... 0 1

Utobbi fels6haromszogmatrix, ezért determinénsa a fgatloban 1évs elemek szorzata (1 pont), tehat a

keresett determinans — 37 2% = —af — 23 — -+ — 7 (1 pont),



2

6. 72t — 352 +7 =7 (2" — 5z + 1) (1 pont), ahol 7 primszam, ezért irreducibilis Z[x]-ben (1 pont).
Mésrészt x* — 52 + 1 is irreducibilis, mert 1 fSegyiitthatos és mod 2 irreducibilis, ezért ez a felbontés (4
pont).

Madsodik megoldds: A racionalis gyokteszt szerint 2* — 5z + 1-nek csak a &1 lehet gydke, de egyik
sem az (1 pont). Igy 2* — 52 + 1 csak két masodfoku egészegyiitthatés polinom szorzatara bomolhatna,
melyekrél feltehetjiik, hogy normaltak, hiszen z* — 5z + 1 fSegyiitthatoja 1 (1 pont). Tegyiik fel, hogy
2t —5r+ 1= (22 + ar + b)(2* + cx + d), ahol a,b, c,d € Z. A megfelels egyiitthatokat dsszehasonlitva
bd=1,azazb=d==+1;ad+bc=—=b,ac+b+d=0¢é a+c=0 (1 pont). Az utolso két egyenlethsl
a’> =b+d=2b= =42, ami ellentmondas, mert a 42 nem négyzetszam (1 pont).

7. A polinomnak mod 2 és mod 3 nincsen gyoke (1 pont). Masrészt vegyiik észre, hogy z* — 22 + 1 =
®15(z) (1 pont). Tehat az eladason tanult tétel szerint ha p # 2,3 prim és p | ®13(a) valamely a € Z-
re, akkor o,(a) = 12, specidlisan 12 | p — 1 (1 pont). Viszont ekkor z'* — 1 | 27~! — 1 (1 pont), de
utobbi kiilonbozs gyoktényezsk szorzata modulo p (hiszen Z,-ben 2P~ —1 = ?;i(x — 7)) (1 pont), igy
Ppo(z) | 212 — 1 | 2P~ — 1 is kiilénbozs gyoktényezdk szorzatara bomlik (1 pont).

Madsodik megoldds a végére: Az most is kell, hogy o,(a) = 12. Belatjuk, hogy (j,12) = 1 esetén
®y(x) | P19(27). Ehhez elég ellendrizni, hogy minden e primitiv 12-edik egységgyokre ®15(c?) = 0.
Node ha (j,12) = 1, akkor &’ is primitiv 12-edik egységgyok, ezért ®15(e’) = 0 (1 pont). Tehat ha
p | ®12(a), akkor p | ®15(a) | @12(a?) (1 pont). Node a,a®,a’,a'’ paronként inkongruensek modulo p
(hiszen o,(a) = 12), ezért ez négy kiilonbozs gytke ®19-nek Z,-ben, specidlisan gyoktényezsk szorzatara
bomlik (1 pont).



