Bsc algebral gyakorlat
FElsd zdrthelyi A csoport (2021. oktober 19.) — eredmények és pontozis

1. a) A racionélis gyokteszt szerint a lehetséges gyokok: +1, +2, +4, +1/3, £2/3, £4/3
(1 pont). Pozitiv gyok nincs, mert a polinom minden egyiitthatoja pozitiv (1 pont).
Behelyettesitve latjuk, hogy a —2 (1 pont) és a —1/3 gydk (1 pont), el6bbi kétszeres.

b) A feltétel miatt f(z) = (v — 3)2g(x) alakd, ahol g(3) # 0 (1 pont). Igy (2% —9)f(x) +
f(@)? = (z=3)°((z+3)g(x) + (x—3)g(x)?), ahol (3+3)g(3)+(3—3)g(3)?) = 69(3) # 0,

azaz a kérdéses polinomnak pontosan haromszoros gyoke a 3 (1 pont).

2. a) A nevez§ konjugaltjaval bovitve, majd 13-mal egyszertisitve a hanyados (1/2) +
(1/2)i, abszolut értéke v/2/2. (1 pont)
b) A jobb oldal valés, ezért a bal oldal is az, tehat z =z € R (1 pont). Igy z + 7 valos,
azaz Im(z + 7) = 0, tehat z = 3 (1 pont).
c) A megoldoképletbdl a négyzetgyok alatti szam 8i + 15 (1 pont), négyzetgyoke +(4 + 1)
(1 pont), a megoldasok 1+ 2i és —3 + ¢ (1 pont).

3. a) A szam trigonometrikus alakja: 2v/2(cos(—30°) + isin(—30°)) (1 pont). A harom
kobgyok: v/2(cos(—10°) + isin(—10°)) = v/2(cos(350°) 4 isin(350°)) (negyedik sikne-
gyed); v/2(cos(110°) 4 4sin(110°)) (masodik siknegyed); v/2(cos(230°) + isin(230°)) =
V2(cos(—130°) + i sin(—130°)) (harmadik siknegyed) (1 pont).

b) 228/360 = 19/30, ahol (19,30) = 1, azaz a rend 30 (1 pont).
c) Gauh-eliminacioval szamolva (x,y,z) = (—z,—1 — 3z,2) az altalanos megoldas egy
lehetséges paraméterezése (3 pont).

4. Legyen z = x + yi, ahol z,y € R. Ekkor az egyenlet /22 + y?> = x — y alaku (1 pont).
Speciélisan x —y > 0 (1 pont). Négyzetre emelve és rendezve 2xy = 0 adodik (2 pont), azaz
x = 0 vagy y = 0 (1 pont). Tehéat a megoldas két, origobdl induld félegyenes unidja: ha
x =0, akkor y < 0, ha pedig y = 0, akkor > 0 (1 pont).

5. Gaub-eliminilva az

arz3 =0
(b—a?®)xy — abrz =0
r1 + axrs + brs=0

adodik (1 pont). Ha a = b = 0, akkor nyilvan csak az x; = 0 lehet megoldas (1 pont).
Ha a = 0, de b # 0, akkor az (x1,x9,23) = (b,0, —1) megoldas és itt z; = b # 0 (1 pont).
Legyen tehéat a # 0. Ekkor az els6 egyenletbdl 3 = 0 adodik, a harmadikboél pedig akkor
lesz ©1 = —azy nemnulla, ha 25 # 0 (1 pont). A kozépsé egyenletbdl pedig xo # 0 megoldas
pontosan akkor létezik, ha b — a? = 0 (1 pont). Osszefoglalva: pontosan akkor van z; # 0
megoldés, ha a = 0 # b vagy b = a® # 0 (1 pont).

6. Ha z rendje végtelen (azaz z nem egységgyok), akkor ez rendje is végtelen, azaz egyenlk
(1 pont). Legyen tehdt z = cos(2m%) + isin(27%), (ahol (k,n) = 1,) igy ez = cos(2m(£ +
1)) +isin(2m(£ + 1)) (1 pont). A két tortet dsszeadva a kérdés az, hogy milyen £ (egyszerd-
sitett) racionalis szamokra lesz 251" egyszertisitett alakjaban n a nevezd (2 pont). Ez azzal
ekvivalens, hogy (5k 4+ n,bn) = 5, azaz sziikségképpen 5 | n (1 pont). Mivel (k,n) =1, 5-t6l
kiilénb6z6 primosztoja nem lehet (5k + n, bn)-nek, igy az kell, hogy 25 1 (5k + n, 5n), azaz
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k # —% (mod 5) (1 pont). Osszefoglalva: azon z komplex szamok felelnek meg, melyeknek
a rendje végtelen vagy z = cos(27%) + isin(2r%), ahol (k,n) =1 egészek, 5 | n és 51k + L.

7. Legyen z = cos a+isin o, ekkor T'(v) = vz+1 (1 pont). Ezért ha T-t n-szer alkalmazzuk,
akkor (a Horner-elrendezés alapjan) vz™ + 2" ! 4+ ..+ + 2 + 1 adédik (1 pont). A mértani
sor Osszegképletét is felhasznalva ez akkor egyenld v-vel, ha (2" — 1)/(z — 1) = v(1 — 2").
Innen 2" = 1 vagy v = 1/(1 — z), feltéve, hogy z # 1 (2 pont). Ezért az alabbi lehetségek
vannak. Ha z = 1 (vagyis @ = k360°), akkor egyik pont sem lesz periodikus. Ha z # 1,
de z egységgyok (vagyis a fokokban mérve racionalis szog), akkor minden pont periodikus
lesz (1 pont). A fennmarad6 esetben v = 1/(1 — z) az egyetlen periodikus pont, ez mar egy
lépésben visszatér 6nmagéba, vagyis T-nek fixpontja (1 pont).



