Bsc algebral gyakorlat
Hatodik és hetedik eldadds-dia

1. Szémitsuk ki az aldbbi determinénsokat az elsé sor, illetve az utolsé oszlop szerinti kifej-
téssel, a fels6 haromszog alakra hozas modszerével, végiil a 3 x 3-asokat a Sarrus-szaballyal is.
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2. Oldjuk meg a Cramer-szaballyal az z +y = 1,  + 2y = 2 egyenletrendszert.
3. Szamitsuk ki az alabbi determinansokat.
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4. Ha egy A € R>® matrixra det A = 5, akkor mennyi det(A + A)?
5. Egy 1222 x 1222-es determinans minden sora szamtani sorozat. Mennyi az értéke?

6. Egy egész elemi determinédnsban minden oszlopdsszeg oszthato héttel. Igazoljuk, hogy
a determinans értéke is oszthato héttel.

7. Egy 3 x 3-as determinans egyjegyd szamokbol all. Minden sorban a harom szamjegybdl
alkotott haromjegyd szam héttel oszthato. Igazoljuk, hogy a determinans oszthato héttel.

8. (*) Igazoljuk, hogy ha egy n x n-es matrixban van egy m x k-as téglalap csupa nullakbol,
és m + k > n, akkor a matrix determinansa nulla.

9. (*) Legyen M egész szamokbol all6 négyzetes métrix. Igazoljuk, hogy M1 akkor és csak
akkor all csupa egész szambol, ha det M € {1, —1}.

10. Hény inverzié van az alabbi permutaciokban, illetve a ‘hatulrol elére’ permutacioban?
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12. (4.2.33*) Legyen G iranyitatlan graf az {1,2,...,n} halmazon. Tekintsiik a graf éleinek
megfelels cseréket. Mutassuk meg, hogy ezek segitségével akkor és csak akkor kaphatd meg
minden permutacié, ha G Osszefiiggs.

13. (4.2.35%%*) Tegyiik fel, hogy k és t egynél nagyobb, relativ prim egészek. Az 1,2,...,n
szamok 1,2, ..., n sorrendjébdl kiindulva tetszéleges két olyan elemet folcserélhetiink, ame-
lyek kiilonbsége k vagy t. Bizonyitsuk be, hogy ilyen 1épések egymasutéanjaval akkor és csak
akkor juthatunk el minden lehetséges sorrendhez, ha k+t —1 < n.



2 BSc algebral, 6. és 7. el6adéas-dia gyakorlata

14. (**) 17 rab van egy bortonben. Mindegyikiik homlokara egy egész szamot ragaszta-
nak agy, hogy ezek paronként kiilonbozék legyenek. Mindenki latja a tobbiek szamét, de a
sajatjat nem. Egy adott jelre minden rab felemeli a bal- vagy a jobb kezét. Ezutan ha mind-
annyian tudjak a szamok nagysig szerinti sorrendjét, akkor mindet elengedik — egyébként
kivégzik Gket. A rabok elézetesen Osszebeszélhetnek. Ki tudnak-e jutni a bortonbsl?

15. Az ((ai;)) négyszer négyes matrix determinansanak kiszamitasakor mi lesz az alabbi
tagok elGjele: ai3a22a31044, A13034041022, Q220410340137

16. Az 5x5-6s ((a;;)) determinans masodik és harmadik oszlopa egyenls. Az aj3a24a31a45052
tagot melyik tag ejti ki biztosan?

17. (*) Legyen M egy 3 X 3-as val6s matrix, melyre M7 = —M. Mutassuk meg, hogy a
determinénsa nulla. A 3 helyett milyen n egészekre lesz biztosan igaz az analdg allités?

18. (*) Bizonyitsuk be, hogy ha egy n-edrendd, komplex elemt determinansban a;; az a;;
konjugéltja minden 7, j-re, akkor a determinéns értéke valos.

19. (*) Mely n-ekre van olyan n x n-es matrix, melynek elemei csak 0 és 1, és determinéansa 27

20. (**) Egy determinans egyik kifejtési tagjat tiikrozziikk a determindns mellékatlojara.
Hogyan valtozik meg a megfelel§ permutéicidoban az inverzidok szama?

21. (**) Legyen f(z) = ap + a1z + -+ + ap_12"1, és ¢ a 2mj/n szoghdz tartozo n-edik
egységeyok. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi, tigynevezett ciklikus determinans értéke
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22. (**) Legyen p > 2 prim, és tekintsiik az f(x) = ag + a1z + -+ + a, 227> = 0 (mod p)
kongruenciat, ahol p 1 ag. Bizonyitsuk be, hogy ez akkor és csak akkor megoldhato, ha
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23. (*) Legyen K test, A € K** B e K™m™ X € KF™ ¢s 0 az m x k-as nullmétrix.
Rakjuk Ossze az M matrixot ebbdl a négy blokkbol a kovetkezGképpen: M := <61 g)
Igazoljuk, hogy det(M) = det(A) det(B).

24. (**) Legyenek A és B n x n-es matrixok a K test felett, E az n X n-es egységmatrix,
A FE
0 B
bizonyitast a determinansok szorzastételére.

0 pedig a nullmatrix. Az ( blokkmatrixot megfelelen Gauss-eliminalva adjunk j

25. (**) Igazoljuk, hogy a vezéregyesek szama nem fligg a Gauss-eliminacié modjatol.

26. (**) Igazoljuk, hogy ha M egy nilpotens méatrix (azaz valamelyik hatvanya 0), akkor
E — M invertalhato (itt £ az egységmatrix).



