Bsc algebral gyakorlat
Negyedik és otodik eldadds-dia

1. Mivel egyenld i1919 és 1 44 + ... + 319197
2. (1.5.22) Szamitsuk ki az n-edik egységgyokok Osszegét, szorzatat és négyzetosszegét.
3. (1.5.15) Az 1, —1, 4, 1 4+, (1 +i)/v/2, cos(v/2m) + isin(v/2), cos(336°) + i sin(336°)

szamoknak mennyi a r§ndje? Melyek egységgyokok? Mely n-ekre lesznek ezek a szamok
n-edik egységgyokok? Es primitiv n-edik egységgyokok?

4. (1.5.18) Ha ¢ primitiv 512-edik egységgyok, mennyi lehet o(—ie)?

5. (1.5.17) Mutassuk meg, hogy ha n > 0 egész, ¢ € C, és " = i, akkor 4 | o(g) # ©.

6. (1.5.19) Ha ¢ rendje oszthato néggyel, mi lesz —e rendje?

7. (1.5.20) Szorozzuk ossze a hatodik egységgyokoket a negyedik egységgyokokkel az dsszes
lehetséges modon. Hany kiilonb6z6 szamot kapunk?

8. (1.5.21) Legyenek m és n pozitiv egészek. Mik 2™ = 1 és 2™ = 1 kozos gyokei? Igazoljuk,
hogy egy m-edik és egy n-edik egységgyok szorzata mmn-edik egységgyok. Milyen (m,n)
péarokra lesz egy primitiv n-edik és egy primitiv m-edik egységgyok szorzata primitiv mn-
edik egységgyok? Hozzuk ki ebbdl, hogy az Euler-fiiggvény multiplikativ.

9. (2.5.12) Mutassuk meg, hogy ha két n-edfokd polinom n helyen megegyezik, és a f6-
egyiitthatoik egyenldk, akkor a polinomok is egyenlsk. Irjuk fel ™ — 1 gyoktényezGs alakjat.

10. (2.5.15*) Szamitsuk ki az egységsugari korbe irt szabélyos n-szog egy csticsabdl az
Osszes tobbi csticsba hiizott szakaszok hosszanak szorzatéat.

11. Hatarozzuk meg Cardano képletének felhasznalasaval, hogy az 23 — 3px + 2 egyenletnek
mely p valos értékek esetében van 1, 2, illetve 3 valos gyoke.

12. (3.8.6*) Oldjuk meg: 2° — 6iz — i +8 = 0, ° + 122 — 16i = 0, 2> — 21z + 20 = 0,
rt+ 2% +4x -3 =0.

13. (3.8.7%*) Keressiik meg az f(z) = #*—102?+1 polinom harmadfoku rezolvensének mind-
harom gyokét. Hogyan valtozik f felbontasa két mésodfoka szorzatara, ha a rezolvensnek
mas-més gyokét hasznaljuk?

14. (3.8.8%*) Legyen f(z) = ' + pr® + gz +r = (v — ay)(z — az)(x — a3)(x — ay), ahol
a1, ao, s, ay € C. Igazoljuk a kévetkezé allitasokat.

(1) Oél+062+063+064:0.

(2) Az f harmadfoku rezolvense g(z) = 8(x — uy)(z — u2)(x — ug), ahol

up = (ag + azay) /2, us = (g + asay) /2, uz = (aqay + asas) /2.

(3) Ha a megoldasi eljarasban az u = uy gyokot hasznéljuk, akkor az f masodfoktuakra
torténd felbontasanak tényezsi (r — aq)(x — ag) és (r — az)(x — ay) lesznek.
4) 2U1 (041 + 062)2.
(a1 + ag)(aag — a3a4)
u% —r = (g — azay)?/4.
Ha oy + ay = ag + ay = 0, akkor v —r = (a; — a3)?(ag — a3)? /4.
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15. (**) Igazoljuk, hogy az x* + px* + gx + r polinomnak pontosan akkor van t&bbszoros
gyoke, amikor a harmadfoku rezolvensének.

16. Adjuk meg Gauss-eliminacioval az alabbi egyenletrendszerek altalanos megoldasat. Az
els6 egyenletrendszer mely megoldasaban minimélis az ismeretlenek négyzetosszege?

2z —3y+ 6z=14 HF: r—y+ 24+ t=2
—3x + 2z= 3 —3x +3t=0
r—6y+142=31 —2r—y+ z+4t=2

doe—y+ z2—-2t=2

17. Az alabbi tablazat cellaiba irjunk be egy-egy megfelels n ismeretlenes, m egyenletbsl
allo (minél egyszeriibb) R feletti linearis egyenletrendszert, melynek ¢ (val6s) megoldasa van
(t = oo is lehetséges), illetve N betfit, ha a megfelel6 eset nem fordulhat eld.

Altalanos t=20 t=1 t=o00 Homogén t=20 t=1 t =00
n<m n<m
n=m n=m
n>m n>m

18. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket.

—r+3y+3z2= 2 20+ 3y + z= 11 20 4+3y+ z= 11
3r+ y+ 2= 4 rT— y—22z=-7 r— y—2z=-7
20 — 2y + 32 =10 3r+2y— z= 2 3r+2y— z= 4

19. Mely valdés c-re hany valés megoldésa van az alabbi egyenletrendszernek? A ¢ = 2
esetben adjuk meg z értékét annal a megoldasnal, melynél az xy szorzat maximalis:

x + 2z = 1
y — cz = —1
r + cy — 2z = —1

20. Adott 1849 szam gy, hogy koziiliikk barmely 1848 Osszege 1849. Melyek ezek a szamok?
21. (¥) A

Try —4x9 + 923 + 224 + 225 = 0

5x1 4+ 8xg + Txs — 4y + 225 = 0

3x1 — 8xy + bxs + 4wy + 225 =0

Tx1 — 229+ 223+ x4 — Dx5 =0
egyenletrendszerben a valtozok mely halmazai jatszhatjak a szabad valtozok szerepét?

22. (*) Ha egy Q feletti homogén linearis egyenletrendszernek van nemtrivialis komplex meg-
oldésa, akkor hany racionalis megoldasa van? Ha egy R feletti linearis egyenletrendszernek
van komplex, nem val6s megoldasa, akkor hany val6s megoldasa van?

23. (*) Egy valos egyiitthatos lineéris egyenletrendszernek az Gsszes R-beli megoldésa raci-
onalis szam. Sziikségképpen racionélisak-e az egyiitthatok? Hany megoldasa lehet C felett?

24. (*) Vegyiik egy linearis egyenletrendszer Osszes lehetséges megoldaséaban elgfordulo xy
értékek H halmazat. Bizonyitsuk be, hogy H vagy az iires halmaz, vagy egyelemt, vagy
egyenls a K testtel.



