Bsc algebral gyakorlat
Harmadik, negyedik és 6todik eldadds-dia

1. (1.3.11) Végezziik el az alabbi miiveleteket: (14 4)(3 — 2i), 1/7, (1414)/(3 — 21),
(4 414)/(4 44|, |(1+15266)'°/(1 — 15260)'°|, (1 414)2, (1 + )4, (=1 +iv/3).

2. Igazoljuk, hogy z € C abszolit értéke akkor és csak akkor 1, ha z reciproka megegyezik
a konjugaltjaval. Mely z € C esetén felcserélhets a képzetes rész és a konjugalt képzése?

3. Legyen z =5 — 12i. Mely valos ¢ szamokra teljesiil, hogy |cz| = 17
4. (1.3.14) Oldjuk meg C-ben: z = (3 + 2i)7; © = 2Re(z); Re(x) = z + 7.
5. Tegyiik fol, hogy (x +iy)" = 3 + 2i (itt x,y € R). Mennyi lesz ekkor (22 + 3?)"?

6. Soroljuk fol az els§ husz pozitiv egész szamot, ami nem all el§ két négyzetszam Osszege-
ként. Mutassuk meg, hogy ha az m és n egész szamok elGallnak két négyzetszam Gsszegeként,
akkor mn is elGall igy.

7. (1.3.12) Oldjuk meg az alabbi egyenleteket: 22 +1 = 0, 22 = —12, 22 + 22 + 2 = 0,
22 + 2ixz — 1 = 0. Irjuk is 5] a megfelel6 polinomokat gyoktényezés alakban C folott.

8. (1.3.13) Hatéarozzuk meg azokat a ¢ + di szamokat, melyek négyzete 20 — 21. Oldjuk
meg az x? + (i — 2)x + (6 — 67) = 0 egyenletet.

9. (1.4.2, 1.4.8) Hozzuk trigonometrikus alakra: 144, v/3+4, —1—+/31, cos(30°) —i sin(60°),
cosa—isina, sina+icosa, (1+sina+icosa)(l+sina—icosa)™, (1+itga)/(1—itga).
Mennyi (1 4 sin(7/5) + i cos(w/5))” 4 i (1 4 sin(7/5) — i cos(w/5))” és 4 cos(w/5) sin(w/10)?

10. Mennyi cos(—30°) —isin(—30)° szoge? Ha z szoge 40°, akkor mennyi 1222/7'%?? sz5ge?
Ha w abszolut értéke 1, szoge pedig 60°, akkor mennyi w/w??

11. (1.5.14) Oldjuk meg az x® = 2 ¢és az z* = —9 egyenleteket a komplex szamok kozott.
Adjuk meg az 2® = /3 — i, 2" = —1 egyenletek Osszes megoldasat is.

12. (2.5.10) Irjuk 5l az 2* 44 polinomot gyoktényezds alakban, és ellendrizziik beszorzéssal
az eredményt. Bontsuk a polinomot valos egyiitthatds polinomok szorzatara.

13. (1.5.24) Fejezziik ki cosx és sinx segitségével sin 7x-et.
14. (1.5.23*) Hozzuk ,zart alakra” a kovetkezs Osszeget:
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15. (1.4.16*%*) Hozzuk zart alakra a sinz + sin(2z) + ... + sin(nx) Osszeget.
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16. (1.4.9) Rajzoljuk le a komplex sikon a kévetkezé halmazokat: {z : Re(z + 2
{z:Re(z+1) >Im(z—=30)}, {z:|z—i—-1 <3}, {z: |[z=3+2i] = |z
{z:iz+z2=-1},{z:2245=22}, {2 :1/2 =2}, {z: (1/2)+8 =z}, {=
{zeC:Im((z—1)/(z+1)) =0}, {z€C:Re((z—1)/(z+ 1)) = 0}.

17. (1.4.10) A sik mely geometriai transzforméacioinak felelnek meg a komplex szamok hal-
mazanak alabbi leképezései: z +— 3242, z — (1 4+ 1)z, 2 — 1/Z.
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18. Igazoljuk, hogy egy paralelogramma oldalai hosszdnak négyzetosszege ugyanaz, mint az
atloi hosszanak négyzetosszege, és fogalmazzuk meg a megfelel6 komplex azonossagot.

19. (1.4.11, 1.4.13*) Legyen z,w € C. Irjuk fel az Sket 6sszekdts szakasz felez&pontjat,
valamint annak a két szabalyos haromszognek a harmadik csticsat, illetve a kozéppontjat,
melyeknek az adott két szam két csticsa. Irjunk egy haromszog mindegyik oldalara kifelé egy
szabalyos haromszoget. Igazoljuk, hogy ezek kézéppontjai szabalyos haromszoget alkotnak.

20. (*) Egy medvesajtos dobozban a hat (60°-os) korcikkbdl harom maradt, amik elmoz-
dulhattak, de ugy, hogy csiicsuk tovabbra is a doboz kdzéppontjaban van, a harom A;Bj,
A9 By, A3Bj3 iv pedig a doboz szélére illeszkedik ebben a sorrendben. Igazoljuk, hogy a By As,
By As, B3A; szakaszok (tehat nem az ivek!) felez6pontjai szabalyos haromszoget alkotnak.

21. (*) Részlet egy négyzetracsbol. Igazoljuk, hogy o + 8 + v = 45°.
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22. (1.4.14, 1.4.15*%*) Mutassuk meg, hogy a z1, 29, 23, 24 paronként kiilonb6z6 komplex
szdmok pontosan akkor vannak egy kéron vagy egy egyenesen, ha kettésviszonyuk, azaz

23— 21 / 24 — 21
R3 — k2l 24 — 22

eR.

(21222’324) =

Igazoljuk Ptolemaiosz tételét: ha egy négyszog oldalainak hossza a, b, ¢, d, atléinak hossza e
és f, akkor ac+bd > ef, és egyenlGség pontosan akkor all, ha a négyszog (konvex) hirnégyszog.
23. (**) Az
az+b
=) = cz+d
fliggvényeket tortlinearis fiiggvényeknek nevezziik. Ez az egyetlen oo szimbolummal kiegé-
szitett szamsikon (vagy ha ugy tetszik a komplex szamgoémbon) is értelmezhets (hogyan?).
Igazoljuk, hogy a fenti f fiiggvény akkor és csak akkor képezi a komplex egységkort sajat
magéra gy, hogy a kor belseje a kor belsejére képzddik, ha felirhato a kovetkezé alakban:
zZ—«

f(2) = b

Keressiink olyan tortlinearis fiiggvényt, amely az egységkorvonalat a valos tengelyre, belsejét
a felss félsikra képezi. Igazoljuk, hogy kor képe is, egyenes képe is egyenes vagy kor minden
tortlinearis leképezésnél (azaz kogyenes képe kogyenes; az egyenesek a oo-en atmend korok).

(a,b,c,d € C, ad — bc # 0)

(Ik] =1, ]a] < 1).

24. (*) Milyen alakzatot alkotnak azok a z pontok a komplex szamsikon, melyekre teljestil,
hogy (z —1i)i/(z — 1) negativ valos szam?

25. (**) Legyen A # B két pont a sikon és C) azon P pontok mértani helye a sikon,
melyekre PA/PB = A, ahol X\ egy pozitiv valos szam. Bizonyitsuk be, hogy C) egy kor, ha
A # 1 (Apolloniusz-kor), és hatarozzuk meg a kozéppontjat és a sugarat. Mi a helyzet, ha
A = 1?7 Bizonyitsuk be, hogy C\ mer6leges minden A-t és B-t 6sszekotd egyenesre és korre.

26. (**) Legyen zg a 2" +a,_12"" ' +---+ag (ax € C) polinom gycke. Bizonyitsuk be, hogy
|z0| < ¢, ahol ¢ a 2" — |a,_1|z""' — -+ — |ag| polinom egyetlen pozitiv zérushelyét jeldli.
27. (**) Legyen 0 < p, < pp—1 < -+ < po. Bizonyitsuk be, hogy a p,z" + -+ 4+ p1z2 + po
polinomnak nincsen gyoke a |z| < 1 egységkorlapon.



