Algebral Intenziv verzi6

9-10. gyakorlat
2017. november 28 — december 6.

. Legyen f(z) € Zlz], f(p/q) =0 (p,q, € Z, (p,q) = 1). Bizonyitsuk be, hogy p osztoja f

konstans tagjanak, ¢ pedig f f6egyiitthatdjanak.

Legyen f(z) € Z[x], f(p/q) =0 (p,q, € Z, (p,q) = 1). Bizonyitsuk be, hogy p—q | f(1),
p+al f(=1).

. Igazoljuk, hogy ha f(z) € Z[z] és f(0), f(1) paratlan szamok, akkor f-nek nincs egész

gyoke.

. Bontsuk 222 4 3z + 5-6t Q felett irreducibilisek szorzatara.

Mely ¢ egész szamokra irreducibilis Z felett az z* + ¢ polinom? Es mely racionalis c-kre
Q felett?

Bontsuk z* — 1022 + 1-et R, Z, F5, Fy, Fq; felett irreducibilisek szorzatéra.

Lehet-e egy Q, illetve Iy f6l6tt irreducibilis polinomnak tobbszoros gyoke egy nagyobb
testben? Igaz-e Q, illetve Fy f616tt, hogy ha az f polinomra (f, f') # 1, akkor van olyan
g irreducibilis polinom, hogy ¢* | f?

Legyen p egy primszam, f € Z[z] egy n-edfokd polinom, ahol n > 1, és 0 < k < n.
Legyen f € F,[z] az f modulo p véve. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?
a) Ha f irreducibilis Q félstt, akkor f irreducibilis [F, folott.
b) Ha f irreducibilis I, folott, akkor f irreducibilis Q f6l6tt.
¢) Ha f irreducibilis [F, folott, és f foka n, akkor f irreducibilis Q folott.
d) Ha f irreducibilis [F, folott, és f foka n, akkor f irreducibilis Q folott.
)

e) Ha f-nek van Z folott k-adfokud tényezdije, akkor f-nak is van k-adfokud tényezdje.

10.

. Mutassuk meg, hogy az aldbbi polinomok irreducibilisek Q és Z f6lott. Rajzoljuk le a

Newton-poligonjukat is (alkalmas primet hasznélva). 6x* + 3z + 1, 25 + 32* + 3622 +
54x +9, 27 432, 2" + 2" 43, 2" + 3w 4 27.

Irreducibilisek-e az alabbi polinomok a Q test f516tt? 3x7 — 62° + 622 + 3z — 2, 327 +
20 +622 422 —2,32" — 625+ 622 +20 —2, 20+ 1, 216+ 2, 2 — 1422 49, 2* — 2% + 1,
327462 —18, 2° +4, 23 +9, 2°+ 729, 210 — 25+ 1, 220 +20, 2* +25, 26+ 32, 2* + 4z + 1,
2t —2x+ 1, 2t + 3+, et 4 2t 2?1
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11. Annak felhasznalasaval, hogy z* — 2 irreducibilis Q f616tt, mutassuk meg, hogy v/4 nem
irhato fol a + by/2 alakban, ahol a,b € Q.

12. Legyen f(x,y) = 2+ 23y +y*+y € Clx, ], és jelolje C(y) a g(y)/h(y) alaki racionalis
tortfiiggvényekbdl allo testet (g, h € Cly]).

(a) Primitiv-e f, mint C[y] f6l6tti polinom?
(b) Kovetkezik-e a Schonemann-Eisenstein-tételbdl, hogy f irreducibilis C(y) folott?
(c) Irreducibilis-e f a C[z,y]-ban?

13. Rajzoljuk le y*+xy—2 (mint y polinomjanak) Newton-poligonjét v,-re nézve. Alkalmas
n-re fejtsiik /™ hatvanysordba az y> + ry — x = 0 egyenlet mindkeét (y;(z), ill. y(x))
megoldaséat.

14. Bontsuk irreducibilis faktorokra az (x +y + 2)* — 2% — y* — 2* polinomot k =3 és k=5
eseteén.

15. Igazoljuk, hogy ha n > 1 paratlan, akkor ®,,(z) = @, (—x).

16. Hatarozzuk meg a ®,, korosztasi polinom egytlitthatoinak osszegét.

17. Legyenek m | n pozitiv egészek tgy, hogy n minden primosztdja osztja m-et is. Igazol-
juk, hogy @, (z) = ®,,(z"/™). Szamitsuk ki a primhatvany-indext kérosztasi polinomo-
kat.

18. Mutassuk meg, hogy a primhatvany indexi korosztasi polinomok alkalmas eltoltjara
teljesiil a Schonemann-Eisenstein-kritérium feltétele, ami ebben a speciélis esetben 1]
bizonyitast ad az irreducibilitésra.

Nehezebb feladatok

19. Igazoljuk, hogy =™ + x + 3 minden n > 1 egész szamra irreduciblis Z felett.

20. Legyen f egy n-edfoki egész egyiitthatos polinom. Igazoljuk, hogy ha f helyettesitési
értéke legalabb 2n + 1 (kiilénbo6z6) helyen primszam, akkor f irreducibilis Z 516tt.

21. Van-e olyan f € Z[z|, hogy minden g € Z[z] nem konstans polinomra az f (g(x))
polinom irreducibilis Q {6l6tt?

22. (Kombinatorikai nullhelytétel.) Tegyiik fel, hogy a K test feletti f € Klxq,...,z,]
polinom azonosan nulla az S; x ...S, € K™ halmazon (ahol egyik S; sem fiires). Le-
gyen g;(z;) = [[,cq, (zi — s). Mutassuk meg, hogy f felirhato >, hig; alakban, ahol
mindegyik h; € K|xy,...,z,] polinom foka legfeljebb deg(f) — deg(g;).

23. Legyen p primszam és GG egy hurokélmentes graf, melyben minden pont foka legfeljebb
2p — 1, és a fokszamok &tlaga nagyobb, mint 2p — 2. Igazoljuk, hogy G-nek van olyan
nem iires részgrafja, ahol minden pont foka p.

247 Igazoljuk, hogy |J7, C((z/™)) egy algebrailag zért test (azt is be kell latni, hogy test,

de ez nem annyira nehéz).



