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. A diszjunkt ciklusokra valo felbontas: (1234)(345)(124) = (13)(254). Ez egy péaratlan
permutacio, melynek rendje 6 = [2, 3].

AN Li<n x3x; polinomban a lexikografikusan legnagyobb tag 2312, ezért az els6 lépésben
levonjuk o2 toy " = o2oy-t. Itt

0toy = (214 -+ x) 2 (2122 + -+ Tp12n) = (82 — 209)05 =

— 3 2 2
= E rywj + E E T;TT) — 205

1<i#j<n 1<j<k<n 1<i<n,j#ik

A kézéps6 osszeadandoban z2r,x3 a lexikografikusan legnagyobb tag, amit oy03-mal tudunk
kiejteni. Viszont oy03 = Zl§j<k§n Zlgigm##k rirr+4oy (hiszen‘ pl. 1292314 pontosan
4-szer szerepel oios-ban: mind a 4 valtozo szérmazhat o1-bgdl). Igy a végeredmény:
D i<izj<n rjw; = 0oy + 205 — 0103 + 40y

. Mivel a polinom 3-foku Fj felett, ezért a® egyiitthatoja £1. Tovabba f pontosan akkor
irreducibilis, ha —f is az, ezért elég megszamolnunk az 1-féegyiitthatosokat. Tovabba a
konstans tag sem lehet 0, hiszen akkor z-et ki tudnank emelni, ezért az is 1. Itt is
feltehetjiik, hogy a konstans tag is 1, mert f(z) pontosan akkor irreducibilis, ha —f(—x)
is az, és utobbinak ugyanaz a fGegyiitthatoja, a konstans tag viszont el§jelet valt (majd
a végén persze szorzunk 2-vel). Ezt a 9 polinomot mar végignézziik egyesével: ha egy
harmadfoki polinomnak nincs gydke, akkor irreducibilis. Az 22 egyiitthatoja lehet 0 vagy
+1. Ha 0, akkor 2 + 1-nek gycke a —1, 2% + x + 1-nek gydke az 1, az 23 — x + 1 pedigg
irreducibilis. Ha 22 egyiitthatoja 1, akkor x® + 2% + l-nek gydke az 1, 2% + 22 + = +
1-nek gyoke a —1, az 2® + 2> — x + 1 pedig irreducibilis. Végiil 2 — 2> — x + 1-nek
gyoke +1, a mésik ketts (2 — 22 4+ 1 és 2 — 2® 4+ 2 + 1) pedig irreducibilis. Osszesitve
1-féegyiitthatd 1 konstans tagt polinombél 4-et talaltunk, ezért 2-2 -4 = 16
harmadfoku irreducibilis polinom van 5 folott.

. Ha f(a) = b, akkor f(x) = (x — a)g(z) + b alakd, ahol g(z) is egész egyiitthatos, hiszen
x — a-val lehet Z[z]-ben maradékosan osztani, mert invertalhato a fGegyiitthatoja. Tovabbéa
c= f(b) = (b—a)g(b) + b miatt c — b= (b—a)g(b), azaz b — a | ¢ — b, hiszen g(b) egész.
Hasonléan (az a, b, c-t megpermutalva) ¢ —b | a —c és a — ¢ | b — a is adodik. Igy ezen
kiilénbségek asszocidltak, ami ellentmondas, hiszen a, b, és ¢ paronként kiillonbozéek, ezért
kiilonbségeik kozt lesz egy legnagyobb abszolutértékt, ami nem lehet osztéja a mésik kettd
kiilonbségnek.

. Vizsgéljuk meg a két polinom kozds gyokeit. Ha @,(s?) = 0, akkor &2 primitiv n-edik
egységgyok. Ha 3 | n, akkor (%)"/3 = ()" = 1, azaz £° nem lehet primitiv n-edik egység-
gyok, hiszen n/3-adik egységgytk. Ez esetben tehat nincs kozos gyok, azaz a legnagyobb
kozos osztd 1. Mésrészt ha 3 1 n, akkor ha €* primitiv n-edik egységgyok, akkor &% is az.
Tehét ekkor ®,,(2?) | @, (x°), igy a legnagyobb kozos osztod @,,(2?). Végiil ha € primitiv 2n-
edik egységgyok, akkor €2 egy primitiv n-edik egységgyok, azaz gyoke ®,-nek. Specidlisan
By, () | @, (2%). Ha n paros, akkor ¢(2n) = 2¢(n), azaz @y, (z) és @, (2?) foka megegye-
zik, s6t, a fGegyiitthatoja mindkettének 1, ezért ekkor ®@,(x?) = ®y,(z) irreducibilis. Ha
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viszont n paratlan és ¢ primitiv n-edik egységgyck, akkor €2 is primitiv n-edik egységgyok,
azaz ®,(z) | ®,(x?). Viszont @, (x) és Py, (x) relativ primek (mindketts irreducibilis és
kiilonb6z6k), ezért paratlan n esetén @, (x)®y,(x) | ®,(2?). A fokokat és fGegyiitthatokat
ismét Osszehasonlitva @, (2%) = ®,(2)®Pap(z) felbontas adodik. Osszefoglalva: ha 3 | n
akkor a keresett legnagyobb k6z6s oszt6é 1; ha 31 n, de 2 | n, akkor a legnagyobb
k6z0s 0sztd Pq,(7), ha pedig 31n és 2 {n, akkor ®,(z)Py, ().

. A racionalis gyokteszt segitségével kereshetiink gyokoét. Ha rogton felirjuk p = 2-re és
p = 3-ra a Newton-poligont, akkor latszik az is, hogy ha van racionalis gyok, akkor annak
se a szamlaloja se a nevezdje nem oszthatod se 2-vel se 3-mal. Ezeket kombinalva csak a +1
lehet gyok, és az 1 valoban gyok. Kiemelve a gyoktényezét:

327 — 32% + 4" + 22° — 627 + 122 — 12 = (z — 1)(32° + 42® + 62° + 12) .

A masodik tényezé Newton-poligonja p = 2 primmel

Ebbdl az kévetkezik, hogy a polinomot Q folott csak egy méasodfoki és egy 4-edfoku szor-
zatara lehet bontani, ha nem irreducibilis. A p = 3 primmel pedig

a Newton-poligon, amibdl az kovetkezik, hogy csak két 3-foku szorzatara bomolhat a poli-
nom. A fentieket dsszevetve azt kapjuk, hogy 3x% + 42 + 622 + 12 irreducibilis Q fol6tt.

. Szorozzuk meg a matrixunkat jobbrol az [61 DO_I blokkmatrixszal, ahol I,, az n x n-es
L ... (A BY(I 0\ (A BD! 1 o
egységmatrixot jeloli: ( C D) (0 Dl) = ( c I ) Utobbi szorzat determinanséat

oszlopokon végzett Gaufs-eliminacioval szamitjuk ki: a jobb alsé sarokban levs I egy-
ségmatrixban levl vezéregyesek segitségével a bal alsé C' minden elemét kinullazzuk. A
A—BD'C BD7!

0 I,
matrixot kapjuk, melynek determinansa det(A — BD™!C)det I, = det(A — BD71(C). Az
allitas innen mar kévetkezik a determinansok szorzastételébdl.

matrixszorzéas szabalyai szerint ekkor a Gauf-elminécié végén az



