
Algebra1 Intenzív verzió
1. ZH – megoldások
2015. október 20.

1. A szabályos hatszög szimmetriaközéppontja (z1 + z2)/2. A többi csúcsot úgy kapjuk,
hogy z1-et, illetve z2-t elforgatjuk a középpontból ±120◦-kal. Tehát ha ε = cos 2π

3
+

i sin 2π
3
, akkor a többi 4 csúcs z1+z2+ε(z2−z1)

2
, z1+z2+ε

2(z2−z1)
2

, z1+z2+ε(z1−z2)
2

, és z1+z2+ε2(z1−z2)
2

.
(Jó megoldást kapunk akkor is, ha ±60◦-kal forgatjuk a csúcsokat.)

2. Az a szükséges és elégséges feltétel, hogy a p3

27
+ q2

4
diszkrimináns 0 legyen, tehát 0 =

(c − 3)3 + (3c − 9)2 = c3 − 9c2 + 27c − 27 + 9c2 − 54c + 81 = c3 − 27c + 54. Ennek a
gyökei (a Cardano-képlettel, vagy észrevéve, hogy (c− 3)2 kiemelhető) c1,2,3 = 3, 3,−6.

3. Az első egyenletből a másodikat levonva azt kapjuk, hogy ax3 = 0. 1. eset: a = 0.
Ekkor b = 0 esetén x2, x3 tetszőleges, x1 = 0. Ha viszont b 6= 0, akkor x2 = 0, x3
tetszőleges, x1 = −bx3 adódik, tehát x3 6= 0 választással x1 6= 0. 2. eset: a 6= 0. Ekkor
x3 = 0, így az ax1+ bx2 = 0 és az x1+ ax2 = 0 egyenletünk maradt. Az elsőből kivonva
a második a-szorosát (b − a2)x2 = 0-t kapunk. Ha b 6= a2, akkor ebből x2 = 0 és így
x1 = 0 adódik. Ha viszont b = a2, akkor x2 tetszőleges és x1 = −ax2, ami a 6= 0 miatt
ad nem nulla x1 értéket. Összefoglalva pontosan akkor van x1 6= 0 megoldás, ha b = a2,
de a 6= 0, vagy ha a = 0, de b 6= 0.

4. AB az a mátrix lesz, melynek minden oszlopában A első oszlopa áll. Ezzel szemben
BA az a mátrix, aminek az első sorában minden elem az A megfelelő oszlopában levő
elemek összege, a többi sora pedig 0. Speciálisan az első oszlop 19-edik eleme BA-ban 0,
AB-ben pedig megegyezik A első oszlopának 19-edik elemével, ezért – mivel AB = BA
– az is 0. Másrészt AB első sorában csupa 1-es áll, BA első sorának 37-edik eleme
viszont épp A 37-edik oszlopában levő elemek összege, ami így szintén 1.

5. A maradék egy első fokú polinom, ezért felírhatjuk ax + b alakban. Az xn + xk − 2 =
(x2 + x+ 1)g(x) + ax+ b egyenletbe x helyére ε = cos 2π

3
+ i sin 2π

3
-t és ε-t helyettesítve

azt kapjuk, hogy aε+b = εn+εk−2 és aε+b = εn+εk−2. Ebből pedig a = εn−εn+εk−εk
ε−ε

és b = εn + εk − 2− ε εn−εn+εk−εk
ε−ε . A maradék akkor lesz 0, ha xn + xk − 2-nek gyöke az

ε (és akkor persze a konjugáltja is). Mivel ε egy primitív harmadik egységgyök, ezért
εn és εk értéke csak n, ill. k 3-as maradékától függ. Ha megvizsgáljuk az összes esetet,
akkor azt kapjuk, hogy ez pontosan akkor áll fenn, ha n és k is 3-mal osztható. Az
összes eset végignézését a következőképpen spórolhatjuk meg: εn és εk abszolútértéke
1, ezért a háromszögegyenlőtlenség miatt összegük csak akkor lehet 2, ha mindkettő 1,
azaz n és k 3-mal osztható.

6. Az állítás Fp feletti polinomokra nem igaz, hiszen xp − 1 = (x − 1)p-nek az x = 1
p-szeres gyöke, de ennek csak két nem 0 együtthatója van (p = 2 esetén vegyük az
x4−1 = (x−1)4 polinomot). A C feletti állítást f foka szerinti indukcióval bizonyítjuk.
Ha f foka 1, akkor kell lennie két nem 0 tagjának ahhoz, hogy az x = 1 gyöke lehessen,
tehát az állítás igaz. Tehát tegyük fel, hogy az állítás igaz minden legfeljebb k-adfokú
polinomra (és minden n-re), f pedig legyen egy (k+1)-edfokú polinom, aminek az x = 1
n-szeres gyöke. Ha f -ben a konstans tag 0, akkor leoszthatjuk x-szel, így kapunk egy

1



k-adfokú polinomot, aminek szintén n-szeres gyöke az x = 1, és ugyanannyi nem-0 tagja
van, tehát az indukciós feltétel miatt készen vagyunk. Ha pedig a konstans tag nem
0, akkor az f ′ deriváltban pontosan eggyel kevesebb nemnulla tag van, és az x = 1 is
n− 1-szeres gyöke f ′-nek. Sőt, f ′ foka k, ezért alkalmazhatjuk az indukciós feltevést, és
ugyancsak készen vagyunk.

7. Ha z rendje végtelen, akkor nyilván εz rendje is végtelen, azaz egyenlők. Legyen tehát z
rendje o(z) = n véges és írjuk n-et pαk alakba, ahol α ≥ 0 egész és p - k. Nyilván z rendje
is n, tehát ha α = 0 (azaz (p, n) = 1), akkor o(εz) = pn a 2. feladatsor 5.c) feladata
miatt (vagyis annak megoldása miatt). Tehát ilyen n nem lehet z rendje. Hasonlóan ha
α = 1, akkor z szöge 2π q

pk
valamilyen (q, pk) = 1 számmal. Mivel p - k és p - q, ezért

van olyan p - c egész szám, melyre ck ≡ q (mod p). Ekkor ε = cos 2πc
p

+ i sin 2πc
p

egy
primitív p-edik egységgyök, de εz szöge 2π( c

p
− q

pk
) = 2π ck−q

pk
, ahol p | ck − q, azaz ez a

tört egyszerűsíthető, tehát εz rendje nem n, azaz ilyen n sem jó. Viszont ha α ≥ 2 (azaz
p2 | n), akkor legyen z szöge 2π q

pαk
, ε szöge pedig 2π c

p
, ahol (q, pk) = 1 = (c, p). Ekkor

εz szöge 2π ckp
α−1−q
pαk

, ami nem egyszerűsíthető, hiszen pαk tetszőleges prímosztója (p-t
is beleértve) osztja cpα−1k-t, de q-t nem, ezért (ckpα−1 − q, pαk) = 1. Tehát a válasz:
o(z) végtelen vagy osztható p2-tel.
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