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. A szabalyos hatszog szimmetriakbzéppontja (21 + 22)/2. A tébbi csicsot gy kapjuk,
hogy z1-et, illetve zo-t elforgatjuk a kozéppontbol £120°-kal. Tehéat ha ¢ = COS%7T +

z1+29+e(z2— 21) Z1+22+8 (22— 21) Z1+22+5(21 22) z1+22+e%(21—22)
3 .

isin 2, akkor a tobbi 4 cstics
(Jo megoldast kapunk akkor is, ha £60°- kal forgatjuk a csucsokat )

, €8

. Az a sziikséges és elégséges feltétel, hogy a ’2’—2 + % diszkriminans 0 legyen, tehat 0 =
(c=3)2+ (3c—9) = —9c* 4+ 27c — 27 + 9c¢* — Bdc + 81 = ¢* — 27¢ + 54. Ennek a
gyokei (a Cardano-képlettel, vagy észrevéve, hogy (¢ — 3)* kiemelhet6) ¢y 23 = 3,3, —6.

. Az els6 egyenletbdl a mésodikat levonva azt kapjuk, hogy ars = 0. 1. eset: a = 0.
Ekkor b = 0 esetén xq,x3 tetszéleges, xr1 = 0. Ha viszont b # 0, akkor zo = 0, z3
tetszdleges, 1 = —bxz adodik, tehat x3 # 0 valasztéssal x1 # 0. 2. eset: a # 0. Ekkor
x3 =0, igy az axy + bry = 0 és az x1 + axs = 0 egyenletiink maradt. Az els6bdl kivonva
a masodik a-szorosat (b — a?)zo = 0-t kapunk. Ha b # a?, akkor ebbdl zy = 0 és igy
x1 = 0 adodik. Ha viszont b = a?, akkor z, tetszbleges és 1 = —axs, ami a # 0 miatt
ad nem nulla z; értéket. Osszefoglalva pontosan akkor van x; # 0 megoldas, ha b = a2,

de a # 0, vagy ha a =0, de b # 0.

. AB az a matrix lesz, melynek minden oszlopaban A elsé oszlopa all. Ezzel szemben
BA az a matrix, aminek az els§ soraban minden elem az A megfelel6 oszlopaban levd
elemek Osszege, a tobbi sora pedig 0. Speciélisan az elsd oszlop 19-edik eleme B A-ban 0,
AB-ben pedig megegyezik A els6 oszlopanak 19-edik elemével, ezért — mivel AB = BA
—az is 0. Masrészt AB elsé soraban csupa l-es all, BA els6 soranak 37-edik eleme
viszont épp A 37-edik oszlopaban levs elemek Osszege, ami igy szintén 1.

. A maradék egy els6 foku polinom, ezért felirhatjuk ax + b alakban. Az 2" + 2% — 2 =
(22 + 2+ 1)g(z) + ax + b egyenletbe x helyére e = cos 2& o 1 isin ——t és -t helyette51tve

azt kapjuk, hogy ag+b=e"+e*—2ésaz+b=z"+&" —2 Ebbal pedlg q = S=Erehgt

E—€
bsb=c¢"+eb—2— 85752% A maradék akkor lesz 0, ha 2™ + 2% — 2-nek gycke az
e (és akkor persze a konjugéltja is). Mivel € egy primitiv harmadik egységgyok, ezért
e" és e értéke csak n, ill. k 3-as maradékatol fiigg. Ha megvizsgaljuk az Osszes esetet,
akkor azt kapjuk, hogy ez pontosan akkor &all fenn, ha n és k is 3-mal oszthato. Az
Osszes eset végignézését a kovetkezSképpen spoérolhatjuk meg: " és F abszolutértéke
1, ezért a haromszogegyenlGtlenség miatt 6sszegiik csak akkor lehet 2, ha mindketts 1,

azaz n és k 3-mal oszthato.

. Az allitas F, feletti polinomokra nem igaz, hiszen 2?7 — 1 = (z — 1)P-nek az v = 1
p-szeres gyoke, de ennek csak két nem 0 egytitthatoja van (p = 2 esetén vegyik az
' —1 = (x—1)* polinomot). A C feletti allitast f foka szerinti indukciéval bizonyitjuk.
Ha f foka 1, akkor kell lennie két nem 0 tagjanak ahhoz, hogy az x = 1 gyoke lehessen,
tehat az allitas igaz. Tehét tegyiik fel, hogy az &llitds igaz minden legfeljebb k-adfoki
polinomra (és minden n-re), f pedig legyen egy (k+1)-edfoki polinom, aminek az x = 1
n-szeres gyoke. Ha f-ben a konstans tag 0, akkor leoszthatjuk z-szel, igy kapunk egy
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k-adfoki polinomot, aminek szintén n-szeres gyoke az x = 1, és ugyanannyi nem-0 tagja
van, tehat az indukcids feltétel miatt készen vagyunk. Ha pedig a konstans tag nem
0, akkor az f’ derivaltban pontosan eggyel kevesebb nemnulla tag van, és az x = 1 is
n — 1-szeres gyoke f’-nek. S6t, f’ foka k, ezért alkalmazhatjuk az indukcios feltevést, és
ugyancsak készen vagyunk.

. Ha z rendje végtelen, akkor nyilvan €z rendje is végtelen, azaz egyenl6k. Legyen tehat z
rendje o(z) = n véges és irjuk n-et p*k alakba, ahol o > 0 egész és p 1 k. Nyilvan Z rendje
is n, tehat ha o = 0 (azaz (p,n) = 1), akkor o(¢Z) = pn a 2. feladatsor 5.c) feladata
miatt (vagyis annak megoldasa miatt). Tehat ilyen n nem lehet z rendje. Hasonléan ha
a = 1, akkor z szoge QWZ% valamilyen (g, pk) = 1 szammal. Mivel p t k és p 1 q, ezért

van olyan p { ¢ egész szam, melyre ck = ¢ (mod p). Ekkor ¢ = cos QTfC + 7 sin % egy
primitiv p-edik egységgyok, de ez szoge 27r(§ — pik) = 27rcl;—;q, ahol p | ck — q, azaz ez a

tort egyszerisithetd, tehéat ez rendje nem n, azaz ilyen n sem j6. Viszont ha o > 2 (azaz

p? | n), akkor legyen z szoge QWﬁ, e szoge pedig 272, ahol (¢,pk) =1 = (¢,p). Ekkor
ckp®—1—¢q
pk
is beleértve) osztja cp® 'k-t, de ¢-t nem, ezért (ckp®~' — q,p*k) = 1. Tehat a valasz:

o(z) végtelen vagy oszthato p*-tel.

€Z szOge 2m , ami nem egyszertsithetd, hiszen p*k tetszéleges primosztoja (p-t



