Racionalis egyiitthatos polinomok Newton-poligonja

1. Definicid. Legyen p € Z eqy régzitett primszam. Eqy 0 # a € Q racindlis szam p-adikus értékelése
alatt az a primtényezds felbontdsdban p kitevdjét értjik. Mdsszéval ha a = p** ahol (p,u) = (p,v) = 1
és a € Z, akkor a p-adikus értékelése v,(a) := a. (Vegyiik észre, hogy minden 0 # a € Q ilyen alakba
irhatd.) Tovdbbd legyen v,(0) := oo.

Példaul vs(15/4) = —2 és v3(15/4) = 1.
2. Lemma. v,(ab) = v,(a) + v,(b); vy(a + b) > min(v,(a), v,(b)) és egyenldség van, ha v,(a) # v,(b).

Bizonyitds. Ha a = p*3+ és b = pf“;—j, akkor ab = paJrﬁ%. Tovabba ha a < B, akkor a +b =
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, ahol pfvivy és B > a esetén p f uyvy + pPumuy. O

3. Definicio. Legyen f(z) = > 1" a;x* € Zlx] egy egész egyiitthatos n-edfoki polinom és tegyiik fel, hogy
an # 0 # ag. Az f polinom (p-hez tartozé) Newton-poligonja a sikon a {(—i,v,(a;)) | i =0,...,n} C
72 C R? rdcspontok alsd konvex burka, mint a (—n,v,(a,)) és a (0,v,(ag)) pontokat dsszekitd tordttvonal.
(Azaz a konvex burok alsé hatdrvonala.) Ha valamely i-re a; = 0 és igy vy(a;) = oo, akkor ezt a
pontot figyelmen kivil hagyjuk. A Newton-poligon meredeksége az S(f) := {sn,...,s1} multihalmaz (egy
szdm tobbszor is szerepelhet), ahol s; nem mds, mint a toréttvonal meredeksége a fiiggdleges v = —i és
xr = —1+ 1 egyenesek kozott.

4. Megjegyzés. A Newton-poligont olyan polinomokra is értelmezhetyik, melyeknek konstans tagja 0.
Ekkor ha j a legkisebb index, melyre a; # 0, akkor a Newton-poligon térdttvonala csak (—j,v,(a;))-ig
tart, és meredekségeinek multihalmazdt kiegészithetjiik j darab oo-nel. Igy az S(f) multihalmaz minden
esetben deg(f) elemd.

Példaul ha p = 2, akkor a 2z* + 223 + 8z + 4 Newton-poligonja az alabbi térottvonal:

A meredekség ebben az esetben: {0,1/3,1/3,1/3}.
5. Allitas. A Newton-poligon csicsai racspontok, meredekségeire teljesiil s, < s,_1 < --- < 51 € Q.

Bizonyitdas. Véges sok pont konvex burkanak cstcsai a véges sok pont koziil keriilnek ki, a Newton-
poligon esetében ezek racspontok. A meredekségekre vonatkozo egyenlGtlenség a konvexitas kovetkez-
ménye. O

6. Tétel. Legyenek f(z),g(x) € Q[z] polinomok, melyekre f(0) # 0 # ¢(0). Ekkor a Newton-poligon
meredekségeire teljesil: S(fg) = S(f)US(g) (mint multihalmazok).



Bizonyitds. Legyen f(x) = Y 1 a;x’ és g(x) = Z?:o bjx?. Elég belatni, hogy fix s € Q-ra s multipli-
citasa S(fg)-ben megegyezik az S(f)-beli és az S(g)-beli multiplicitasok dsszegével. Ehhez kiszamoljuk
f(z) és s ismeretében s multiplicitasat S(f)-ben. Vegyiik az y = sz + ¢ egyenletd egyenest. Ennek
meredeksége épp s. Legyen ¢ = ¢y € Q az a konstans, melyre az y = sx + ¢y egyenes érinti f Newton-
poligonjat. Masszoval ¢ := ming<;<n(vp(a;) — s(—i)). Legyen tovabba M = M; (illetve m = my)
az a maximalis (illetve minimalis) ¢ index, melyre a cs-et definialé minimum felvétetik. Masszoval
My = max(i | vy(a;) + si = ¢y), ill. my := min(i | vy(a;) + si = ¢f). Vegyiik észre, hogy ekkor s
multiplicitasa az S(f) multihalmazban nem més, mint My — my.

Az dbran p =2, s = %,
f(x) = 8x% + 22* — 822 + 122 + 48,

Mf:4,TTLf:1,Cf:§

7. Lemma. cpy = ¢y +cg, Mpg = My + My, mypg = mys + my.

Bizonyitds. A polinomok szorzasanak definiciojabol fg(z) = Z:L]f O paibe_)x". A es Lemma
miatt
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= min (vp(a;) + 5i) + min (v,(b;) + 57) = ¢ + ¢4 -
A fenti egyenlet bal oldalan minimumot véve (r fut 0-t6l n+k-ig) azt kapjuk, hogy c¢s, > ¢s+c,. Tovabba
vegyiik észre, hogy ¢ > M, vagy i < my esetén v,(a;) + si > ¢;. Hasonloképp ha r — i > M, vagy ha
r—1i < my, akkor v,(b,—;) + s(r —i) > ¢,. Tehat ha r > My + M, vagy ha r < my+my, akkor (2)-esnél
mindenképp szigoru egyenlGtlenség van. Viszont ha r = My + M, (vagy ha r = my+my), akkor i = My,
j =1 —1i= Mygnél a (2)-es mindkét oldalan felvétetik a minimum, és ezek egyenlk. S6t, ez esetben a
es Lemma utolso allitasa szerint (1)-esnél is egyenl6ség all fenn, hiszen ekkor a . a;b,_; 6sszegben
az Osszeadandok kézott v, minimuma csak egyetlen helyen vétetik fel (mégpedig i = My-re). O]

A tétel nyilvanvaloan kovetkezik a fenti lemmabol. O]

8. Megjegyzés. A fenti tétel bizonyitdasdra gy is gondolhatunk, hogy adott s € Q esetén az x vdltozo
p-adikus értékelését vy(x) := s-nek definidljuk, igy minden f(x) € Q[x] polinomnak is értelmezhetjik a p-
adikus értékelését a vy(a,z™+ - -+ag) := ming(v,(arx”)) = ming (v,(agr)+ks) formuldval. Tovdbbd ha a p-
adikus abszolitértéket |a, = p~(®) képlettel definidljuk, akkor igy (minden s € Q szdmra) bevezethetjiik
az f(z) polinom p-adikus s-edrendi Gauss-normajat, mégpedig || f(z)|p.s == p~ @) (itt most jeléltiik
az s-tdl vald figgést is, de valdjaban mdr v,(f(x)) is figg s-tél). Ezen a ,nyelven” a bizonyitdasban azt
latjuk be, hogy a || - ||,.s norma multiplikativ, azaz || f(x)g()|lps = || f(@)|psllg(@)|lps- A Gauss-normdk




(és a Newton-poligon) fontos szerepet jatszanak a p-adikus analizisben. Kénnyd meggondolni, hogy ez
valdban egy norma lesz, hiszen a hdromszogegyenldtlenség (sét, az ultrametrikus egyenlétlenség, miszerint
la + b < max(||al], [|b]])) is teljesiil a[-es Lemma miatt.

9. Kévetkezmény. Ha f(x) € Q[z], p prim, és f p-hez tartozé Newton-poligonja eqy darab szakasz,
melyen a két végén kivil nincs mds rdcspont, akkor f irreducibilis.

Bizonyitds. Ez esetben f Newton-poligonjat nem lehet két racstorottvonal valodi unidjara bontani. [

10. K6vetkezmény (Schonemann-Eisenstein). Ha f(x) = > ja;a" € Z[x] polinomra p { an, p | a;
(0 <i<n)ésp*tag, akkor f irreducibilis Q foldtt.

Bizonyitds. Ez esetben a Newton-poligon nem mas, mint a (—n,0) és a (0, 1) pontokat sszekots

szakasz, melynek belsejében nincs racspont. O]

11. Kévetkezmény (Schonemann-Eisenstein tiikorképe). Ha f(x) = Y 1, a;x" € Z[z] polinomra p { a,
pla; (0<i<n)ésp®tay, akkor f irreducibilis Q folitt.

Bizonyitds. Hasonldéan a hagyoményos Schénemann-Eisenstein kritériumhoz, a Newton-poligon most a
(—n, 1) és a (0,0) pontokat Gsszekots

szakasz, melynek belsejében szintén nincs racspont. O

12. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy elséfoki polinom Newton-poligonjinak meredeksége nem mds,
mint a(z egyetlen) gyokének p-adikus értékelése. Tehdt a @ Tétel szerint joggal varhatndnk, hogy egy
tetszdleges f polinom gyokeinek p-adikus értékeléseinek multihalmaza S(f) legyen. Ez tényleg igy is van,
de ahhoz, hogy ennek az dllitdsnak értelmet adjunk, tobb elméletre lenne sziikségiink, ami tulmutat az
elsdéves eldadds anyagdn. Azt kellene értelmezniink példdul, hogy mit jelent az, hogy p-nek épp a 3/4-
ik hatvanya oszt egy komplex szamot (vagy csak eqy olyan komplex szamot, mely gyoke egy raciondlis
egyiitthatos polinomnak — az ilyen szdmokat algebrai szdmoknak hivjdk).

13. K6vetkezmény (Racionalis gyokteszt). Ha a 0 # r/s ((r,s) = 1) raciondlis szam gydke az f(z) =
ap,x™ + - -+ + ag polinomnak, ahol a, # 0 # ag, akkor r | ag és s | a,.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy tetszéleges p primre v,(a,) > v,(s) és v,(ag) > vy(r). Vegyiik
észre, hogy ha r/s gyoke f-nek, akkor f Newton-poligonjaban van v,(r/s) meredekségi szakasz. Mivel
[ egész egyiitthatos, ezért v,(a;) > 0 minden ¢ = 0,1, ..., n-re, tehat ha v,(r/s) > 0, akkor a Newton-
poligon jobboldali végpontja, azaz a (0,v,(ag)) racspont y koordinataja legalabb v,(r/s), hiszen egy
v,(r/s) meredekségt, felss félsikban levd racsszakasz jobb oldali végpontja legalabb ilyen magasan van.
Hasonloképp ha v,(r/s) < 0, akkor v,(a,) > —v,(r/s) = v,(s). O
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14. Megjegyzés. Ahogy a fenti megjeqyzésben is ldttuk, a Newton-poligon segitségével a raciondlis
gyoktesztnél joval erdsebb dllitds jon ki, ami segit a raciondlis gyokék megtaldldsaban. Ugyanis ha van
egy r/s gyoke az f(x) polinomnak és p eqy tetszdleges prim, akkor f-nek a p prim szerinti Newton-
poligonjdban kell lennie v,(r/s)-meredekséqi — specidlisan egész meredekségt! — szakasznak.

Példaul ahhoz, hogy belassuk, hogy az x™ 4 3z + 27 polinomnak nincs egész gyoke (n > 3), elegends
megvizsgalni, hogy a £9 gyodke-e, hiszen a 3-hoz tartozé Newton-poligon egyetlen egész meredeksége a
2, azaz v3(r/s) = 2 minden r/s racionélis gyokre, hiszen a fenti polinom Newton-poligonja:

A

15. Kovetkezmény (Gauf-lemma). Primitiv polinomok szorzata primitiv.

Bizonyitds. Itt elég belatni, hogy ha egy adott p primszam nem osztja se f se g egyiitthatoinak legna-
gyobb kozos osztojat, akkor p nem osztja fg egyiitthatdinak legnagyobb kozos osztdjat sem. Masként
fogalmazva ez azt jelenti, hogy ha f-nek és g-nek is van p-vel nem oszthato egyiitthatoja, akkor fg-nek
is van. A feltétel azt jelenti, hogy s = 0-ra ¢y = ¢, = 0. Ekkor viszont cyy = ¢y + ¢, = 0, azaz fg-nek is
van p-vel nem oszthato egyiitthatoja. [

Joggal meriil fel a kérdés, hogy Newtont miért érdekelték az irreducibilis raciondlis polinomok. A véa-
lasz az, hogy nem érdekelték, a Newton-poligonokat teljesen mas (de mint latjuk mindjart meglehetésen
hasonld) kontextusban talalta ki. Vegyilink egy f(z,y) kétvaltozos polinomot (kényelmi szempontbol
leginkabb C felett), és probaljuk meg az f(z,y) = 0 egyenletet y-ban megoldani (z fliggvényeként).
Tehat az f(x,y) = 0 egyenletre tekinthetiink tigy, mint y-beli polinomegyenletre, melynek egyiitthatoi
Clz]-beli polinomok. Ha g(z) € Clz], akkor legyen g z-adikus értékelése az a legnagyobb kitevs, ahanya-
dik hatvanya z-nek osztja g-t. Méasszoval v,(g(x)) nem méas, mint g-ben az x = 0 gydk multiplicitésa.
Készitstik el (v, helyett v,-szel) az f(z,y) Newton-poligonjat. A fenti megjegyzés szerint azt varjuk,
hogy az y;(x) (j = 1,...,deg,(f(x,y))) megoldasok (mint fiiggvények) z-adikus értékeléseinek multi-
halmaza nem mas, mint a meredekségek S(f) multihalmaza. Ha most y;(x)-et megprobaljuk = szerint
hatvanysorba fejteni, azt kapjuk, hogy az els6 tagnak cz®i-nek kellene lennie (alkalmas 0 # ¢ € C-vel),
hiszen x-nek épp az s;-edik hatvanya fogja osztani y;(x)-et. Viszont s; nem feltétleniil egész, csak annyit
tudunk rola, hogy racionalis (a Newton-poligon csticsai tovabbra is racspontok). Tehat abban remény-
kedhetiink csak, hogy x racionalis kitevGji hatvanyai fognak szerepelni a kapott hatvanysorban. Ezt
mindig meg is lehet tenni: minden j-re y;(z) el6all = racionalis kitevSs hatvanyainak végtelen linearis
kombinaciojaként, sét, ezekben a raciondlis kitevékben a nevezsk korlatos halmazt alkotnak (azaz van
"kozos" nevezs). Tehét y;(z) € C((x'/™)) egy formalis Laurent-sor z'/"-ben, ahol n a kitevék kozds
nevez$je. S6t, ezt akkor is meg lehet tenni, ha f(x,y)-ban y hatvanyainak egyiitthatoi nem feltétlen
polinomok, hanem csak C((z))-beliek. Speciélisan igaz az alabbi tétel, amit nem bizonyitunk:

16. Tétel (Puiseux). A [J°°, C((z'/™)) test algebrailag zdrt.



