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7. gyakorlat
2011. oktober 25.

. Ha egy V vektortér vektoraira a ¢ (b,c), b ¢ (a,c) és ¢ € {(a,b), akkor mi a ¢?

Legyen V vektortér a K test felett. Mikor lesz két altér unidja is altér?

Hény k-dimenzios altere van az IF), feletti n-dimenziés vektortérnek? El&szor oldjuk meg
a feladatot kis n-re, kis k-ra, ill. kis p primre.

Legyen V vektortér a K test felett.

(a) Mi az iires halmaz altal generalt altér?

(b) Mutassuk meg, hogy egy 1 elemmel generalt altérnek legfeljebb két altere lehet.

Mutassuk meg, hogy ha egy R feletti vektortérnek véges sok altere van, akkor az alterek
szama 1 vagy 2. Milyen K testek felett igaz még ez az allitas?

. Igazoljuk az aldbbiakat.

(a) Ha egy vektorrendszerben szerepel a nullvektor, akkor az nem lehet fliggetlen.
(b) {v} akkor és csak akkor fiiggetlen, ha v # 0.
(¢) Kl[z]-ben, mint K feletti vektortérben paronként kiilonbozs foka polinomok rend-

szere mindig fliggetlen.

Legyenek a, b, ¢ € R paronként kiilonbozsk. Igazoljuk, hogy (x —a)(x —b),(z —b)(z —¢),
(r — a)(x — ¢) linearisan fiiggetlenek.

Ha vy, ..., v, linearisan fiiggetlenek, akkor v; + vy, v9 + v3,...,0y_1 + Uy, v, + vy is
fliggetlenek-e? Fligg-e a valasz az alaptesttsl? Es n értéketsl?

. Egy R f6l6tti vektortérben egy 100 elemt vektorrendszer elemei koziil barmely 21 darab

Osszefiiged. Legalabb hany olyan vektor van a rendszerben, ami kifejezhetd a tébbiek
lineéaris kombinaciojaként?

Igazoljuk, hogy a pozitiv primszamok logaritmusai is, négyzetgyokei is linearisan fiig-
getlenek Q folott.

Az alabbi allitasok koziil melyek igazak egy n-dimenzios V' vektortérben?

(a) Ha F fiiggetlen is és generatorrendszer is, akkor F' maximalis fiiggetlen részhalmaz.
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(b) Ha F maximalis fiiggetlen, akkor generatorrendszer.
(c) Ha G minimalis generatorrendszer, akkor fiiggetlen.
(d) Barmely két generatorrendszer egyenld elemszama.

(
(f) Ha F elemszama n, és fliggetlen, akkor generatorrendszer (bézis) is.
(g) Ha G elemszama n, és generatorrendszer, akkor fiiggetlen (bazis) is.
(h

(i) Van olyan n + 1 elemi részhalmaz, ami generatorrendszer.

)
)
)
e) Béarmely két minimalis generatorrendszer egyenld elemszamu.
)
)
)

Barmely n elemi részhalmaz generatorrendszer.

12. Hatarozzuk meg az alabbi vektorterek dimenzidjat.

(a) A komplex szamok vektortere R f616tt.

(b) A legfeljebb n-edfoku K f6lotti polinomok a K test f6lott.

(c) A K¥*% a K test folott.
)

(d) A legfeljebb n-edfoku C f6l6tti polinomok R f6l6tt. Mi altalaban az Osszefiiggés
egy vektortér R és C {olotti dimenzidja kozott?

e) Azon legfeljebb n-edfoku Q f6l6tti polinomok Q f6lott, melyeknek 2 gyoke.

(e)

(f) Azon legfeljebb n-edfoku Q f6lotti f polinomok Q folott, melyekre f(1) = f(2).

g) A K™ (fgatlora) szimmetrikus matrixai a K test folott.
)

(
(h) Egy X halmaz paros elemszamu részhalmazai Fy £616tt.

13. Egy tizdimenzios térben kivalasztunk harom kilencdimenzioés alteret. Mekkora lehet a
metszetiik dimenzi6ja? Adjunk példat minden lehetséges értékre.

14¥ A szultan gondolt R'%-ben egy bézist, amit Seherezadénak 1001 éjszaka alatt ki kell ta-
lalnia, kiilonben kivégzik. Ejszakanként egy altala valasztott vektorrél megkérdezheti,
hogy mik a koordinatai. Eletben marad-e Seherezadé? Mi a helyzet akkor, ha min-
dig csak az els6 koordinatéra kérdezhet ra, és a kegyelem feltétele az elsé bazisvektor
kitalalasa?



