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. Mutassuk meg, hogy egy permutacié akkor és csak akkor hatvanya egy ciklusnak, ha

diszjunkt ciklusfelbontéséaban a ciklusok hossza azonos. (Az egy elemi ciklusokat nem

irjuk ki.)

Tegyiik fel, hogy k és t egynél nagyobb, relativ prim egészek. Az 1,2,...,n szamok
1,2,...,n sorrendjébdl kiindulva tetszéleges két olyan elemet folcserélhetiink, amelyek
kiilonbsége k vagy t. Bizonyitsuk be, hogy ilyen lépések egymasutanjaval akkor és csak
akkor juthatunk el minden lehetséges sorrendhez, ha £+t —1 < n.

. Az (aij)1<i j<a négyszer négyes matrix determinansanak kiszamitasakor mi lesz az alabbi

tagok el6jele: ai3a90a31Q44, A13034041022, Q220410340137

. Egy determinans egyik kifejtési tagjat tiikrozziik a determinans mellékatlojara. Hogyan

valtozik meg a megfelel§ permutacioban az inverziok szdma?

Egy 2011 x 2011-es determinans minden sora szamtani sorozat. Szamitsuk ki a deter-
minanst.

Legyen M egész szamokbol allo négyzetes méatrix. Igazoljuk, hogy M~! akkor és csak
akkor &ll csupa egész szambol, ha det M € {1, —1}.

Legyen K test, M € K™, és L;; € K™ az a matrix, amiben az i-edik sor j-edik
eleme 1, a tobbi elem 0. Mutassuk meg az alabbiakat.

(1) Az E;;M métrix i-edik sora éppen az M métrix j-edik sora, a tébbi sor pedig
azonosan nulla.

(2) Az [ + Eij + Eji - Ez - Ejj = Eij + Eji + Zk‘yéz',j Ekk méatrixszal valé balszorzas
felcseréli M-ben az i-edik és a j-edik sort.

(3) Az I + \E;;-vel valo balszorzas az M matrix j-edik soranak A-szorosat hozziadja
az i-edik sorhoz.

(4) Ha az egységmatrix f6atlojanak i-edik elemét 1-rél A-ra valtoztatjuk, akkor az ezzel

a matrixszal vald balszorzas az M maétrix i-edik sorat A-szorosara valtoztatja.

[gazoljuk azt is, hogy balszorzés helyett jobbrol szorozva a megfelel6 m x m-es matri-
xokkal az oszlopokra vonatkoz6 analog atalakitasokat kapjuk.



8F Van-e olyan 123456789 x 123456789-es matrix, melyben csak a 0 és 1 szamok szerepelnek,
és determinédnsa 27

9.* Legyen f(z) = ap+ajz+- - -+a,_12" 1, és g a 2mj /n sz0ghdz tartozo n-edik egységgyok.
Bizonyitsuk be, hogy az alabbi, tgynevezett ciklikus determinéns értéke

Gy Gy - Qp-1
Qp—1 Qo - G(p-2
= f(eo)f(e1) - flen-1)-
aq as . e ao

10* Adjunk példat olyan R egységelemes gytirtire és r € R elemre, melynek létezik balinverze,
de nem létezik jobbinverze.

11* Legyen p > 2 prim, és tekintsiik az f(z) = ag + a1z + -+ + a, 2272 = 0 (mod p)
kongruenciat, ahol p 1 ag. Bizonyitsuk be, hogy ez akkor és csak akkor megoldhato, ha

ap ay - ap—2
al a2 ... a’O
=0 (mod p).
afp72 ag - apig

12F¥ Legyen f, a Fibonacci-sorozat n-edik eleme, ahol fo =0, f1 = 1, és f,i1 = fn + fo_1.
Bizonyitsuk be, hogy ha p primszam, akkor f, = (%) (mod p), ahol <%> a Legendre-
szimbolumot jeloli.

137 Az 1/14.-es feladat felhasznalasaval bizonyitsuk be a kvadratikus reciprocitasi tételt,
azaz hogy p,q > 2 kiilonboz6 primek esetén <§> (3> = (—1)p=Dla—1)/4,

p



