Algebral Intenziv verzio

3. gyakorlat
2011. szeptember 27.

1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok kozott.

a) x3 —6ix —i+8=0.

b) 2%+ 12x — 16i = 0.

c) 8 — 21z +20 = 0.

d) a*+ 2%+ 4z — 3 =0.

2. Keressiik meg az f(z) = 2% — 1022 + 1 polinom harmadfokii rezolvensének mindharom

gyokét. Hogyan véltozik f felbontasa két méasodfoki szorzatara, ha a rezolvensnek més-
mas gyokét hasznaljuk?

3. Legyen f(z) = 2 +pr?+qr+r = (x—ay)(z—as)(z—a3)(x—ay), ahol ay, as, az, ay € C.
[gazoljuk a kovetkezd allitasokat.
(Z) ()41+042+043+OZ4:0.
(17) Az f harmadfoki rezolvense g(z) = 8(z — uy)(z — us)(z — u3), ahol
uy = (ag + azay) /2, us = (g + asay) /2, uz = (o + asas) /2.
(171) Ha a megoldasi eljarasban az v = u; gyokot hasznéaljuk, akkor az f masodfokiakra
torténd felbontasanak tényezdi (x — aq)(z — ) és (z — ag)(x — ay) lesznek.
(iv) 2u; —p = (o + az)?
(v) g = (a1 + az)(araz — azaa).
(vi) u3 — 71 = (g — azay)?/4.

(vii) Ha a; + ay = az + ag = 0, akkor u? —r = (a; — az)*(ay — a3)?/4.

4* a) Legyenek pg,...,pn_1 > 0, ZZ;& pr > 0. Bizonyitsuk be, hogy a

2= pp 2 = =iz —pp =0

egyenletnek pontosan egy pozitiv gyoke van.

b) Legyen zp a 2" + ap,_12""' + -+ + ag (ar, € C) polinom gydke. Bizonyitsuk be, hogy
|z0] < ¢, ahol ¢ a 2™ —|a,_1|2" "' — -+ — |ag| polinom egyetlen pozitiv zérushelyét jeldli.

c) Legyen 0 < p, < pp_1 < -+ < po. Bizonyitsuk be, hogy a p,2" + -+ + p1z + po
polinomnak nincsen gyoke a |z| < 1 korlapon.
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A Gauf-eliminacio (vagy a jozan ész) segitségével oldjuk meg az alabbi linearis egyenlet-
rendszereket. Ugyanazok a megoldasok adodnak-e, ha a valos, ill. ha a komplex szamok
korében keressiik a megoldasokat?

2$1+7$2+3$3+$4 =6 3$1+4ZB2+$3+2$4 =3
CL) 31’1 + 5%2 + 2%3 + 21’4 =4 b) 61‘1 —+ 833'2 + 21’3 + 51’4 =7
91131 + 4.7,‘2 + 3+ 71’4 =2 9I1 + 121’2 + 31’3 + 101’4 =13

2x1 4+ 5x9 — 83 =38
4r1 +3x3 — 923 =9
201 +3x9 — bxy =7
1+ 8xry — Txg =12

31’1 — 51’2 + 2])3 + 4134 =2
) Txy — 4wy +a35+314 =5 d)
Sr1+ Txyg —4x3 — 624 =3

. Vegyiik egy linearis egyenletrendszer Osszes lehetséges megoldasaban elGforduld x; ér-

tékek H halmazat. Bizonyitsuk be, hogy H vagy az iires halmaz, vagy egyelemi, vagy
egyenl6 a K testtel.

A

Try — 4x9 + 923 + 2204 + 225 = 0
51 + 8xoy + T3 — 4xs + 225 =0
311 — 8xy 4+ dxg + 4x4 + 225 =0
Tx1 — 229 + 203 + x4 — 525 =0

linedris egyenletrendszerben a valtozok mely halmazai jatszhatjak a szabad valtozok
szerepét?

. Igazoljuk, hogy az 0sszeadas kommutativitdsa kdvetkezik a tobbi vektortéraxiomabol.

. Vektortér-e a W halmaz az alabbi esetekben? A miiveletek mindig a szokasosak.

a) W a paros foka K[z]-beli polinomok és a zéruspolinom a K test felett.

b) W a legfeljebb tizedfoku K|[x]-beli polinomok és a zéruspolinom a K test felett.

c) W azok az f € Q[z]-beli polinomok Q felett, melyekre f(0) = 1.

d) W azok az f € Q[z]-beli polinomok Q felett, melyekre f(+v/2) = 0.

e) W azok a Q[z]-beli polinomok Q felett, melyeknek van valos gyoke.

f) W azok a Q[z|-beli polinomok Q felett, melyek egész helyen egész értéket vesznek
fel.

g) W ={z € C|Re(z) =0} az R illetve a C felett.

h) W = {a+by2|a,b € Q} a Q felett.

i) W az els6 és harmadik siknegyed unidja R felett.

) W =R az Fy test f6l6tt, ahol Ov =0 és 1v = v.

J

Legyen V = C, K = R a szokésos miiveletekkel, és definialjuk a vektortérmiveleteket
azudv=u+v—1é X®v=Av— X+ 1 képletekkel. Ellenérizziik, hogy vektorteret
kaptunk. Hogyan lehetne ezt gy megtenni, hogy nem szamoljuk végig a nyolc axiémat?



