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1. Az alédbbi ¢: Vi — V; leképezések koziil melyek linearisak? Ahol a valasz igenld, ott
adjuk meg a leképezés matrixat a szokasos, illetve a megadott béazis(par)ban. Mi lesz a
képtér, ill. a magtér?
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V1 és V5 asik R felett, ¢ egy eltolés; egy pont koriili forgatas; egy egyenesre (pontra)
valo tiikrozés; egy egyenesre valod vetités. A matrixot csak az origd koriili o szogi
forgatas; az y = x egyenesre vald tiikkrozés; az erre az egyenesre valo, fliggéleges
vetitésre szamitsuk ki, a szokasos, illetve a by = (1,1), by = (—1, 1) bézisban.

Vi =R az R felett, V5, = C a C felett, ¢ az 1 4 ¢ szdmmal val6 szorzas.

Vi =V, =C az R felett, ¢ az 1 + i szdmmal val6 szorzas.

Vi =R" V5, =R az R felett, p(v) a v komponenseinek az Osszege.

Vi = Vo = R?? az R felett, ¢ a transzponalas (azaz a f6atlora valo tiikrozés).
Vi = R]z] legfeljebb harmadfoku elemei, Vo = C az R felett, o(f) = f(i).

Vi =V, = R[z] legfeljebb n-edfoki elemei az R felett, o(f) = f' (derivalt).

. Legyen ¢ a térben a z-tengely koriili 90 fokos forgatas, ami az x-tengelyt az y-tengelybe

viszi, és ¢ az a transzforméacid, ami minden pontot tikréz a (0,0,0) és (1,1, 1) pontokat
Osszekotd egyenesre. Mi ezeknél az (1,2, 3) pont képe? Igaz-e, hogy ¢ o) =1 o p?

. Alljon W a sik azon lineéris transzforméciéibol, amelyek az (1,1) pontot nulléba viszik.

Igazoljuk, hogy ez altér (a sik lineéris transzoforméacidinak vektorterében), és hatarozzuk
meg a dimenzidjat.

. Legyen W a V' véges dimenzi6s vektortér tetszéleges altere. Bizonyitsuk be, hogy V-nek

létezik olyan linearis transzformécidja, amelynek W a magtere, illetve a képtere.

. Mely V' vektorterekben van olyan ¢ € End(V'), melyre Im(yp) = Ker(y)?

. Legyen V véges dimenzios vektortér, ¢: V' — V pedig egy linearis transzformacié. Ha

Im(p?) = Im(yp), kdvetkezik-e ebbél, hogy Ker(p?) = Ker(¢)? Igaz-e a megfordités?

. Mutassuk meg, hogy ha ¢ idempotens linearis transzformacié a V' vektortéren, azaz

% = ¢, akkor Im(p) @ Ker(p) = V. (Az ilyen linearis transzformaciokat projekcioknak
is nevezik.) Igazoljuk, hogy a sik egy linearis transzformacioja akkor és csak akkor idem-
potens, ha nulla, az identitas, vagy egy origon atmend egyenesre valé (nem feltétleniil
merdleges) vetités.



8. Legyen V egy véges dimenzios vektortér és ¢ € Hom(V, V). Igazoljuk, hogy van olyan
k egész, melyre V = Im(¢*) & Ker(p").

9. Egy ¢ lineéris transzformécioé nilpotens, ha van olyan n pozitiv egész, hogy ¢™ = 0.
Bizonyitsuk be, hogy ha az ¢ és 1 nilpotens, linearis transzformaciok felcserélhetsk
(azaz Y = 1), akkor ¢ + 1 is nilpotens. Elhagyhato-e a felcserélhetdség feltétele?

10. Legyen M nilpotens n X n-es matrix. Bizonyitsuk be, hogy M™ = 0.



