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. Fy folott 2° + 22 + 22 + 2+ 2 = (x + 1)(z — 1)(2® — 2 + 1), melyben a harmadfoku
tényezd irreducibilis, hiszen nincs gyoke.

. Az y3 — 3y — 1 = 0 egyenletet oldjuk meg y = 1/z helyettesitéssel. A képlettel a gyokok
<,/1+;\/§ + {’/1_;‘/5 alakba irhatok. Mivel # = cos(m/3) + isin(m/3), ezért a harom
gyok y1 23 = 2cos(m/9),2cos(7m/9), 2 cos(137/9), igy
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A feladatot természetesen megoldhatjuk az x + 1 = y helyettesitéssel is.

. (1) Az x = 0 nyilvan nem gyok, ezért nem lehet t6bbszoros gyok sem. Viszont ha z tébb,
mint kétszeres gyok, akkor min. 2-szeres gydke a derivaltnak, ami na™ ! +kaz* 1. Mivel
z = 0-t kizartuk, ezért z kétszeres gyoke (nz"* + ka)-nak, de utobbi derivaltjanak csak
a 0 a gyoke, ami ellentmondas. (ii) a = —7/3, b =4/3, © = 1 kétszeres gyok.

. A feltétel azzal ekvivalens, hogy (z — a)(z — B)(z — ) = (v — af)(z — B7)(x — o).
Utobbi polinomot kifejtve az egytitthatok «, 3, szimmetrikus polinomjai. FEzeket az
elemi szimmetrikusokkal felirva azt kapjuk, hogy

3+ ax? + br + ¢ = 2® — ba® + cax — 2.
Az egyenletrendszert a,b, c-re megoldva azt kapjuk, hogy a kivint polinomok 3 és
23 + ax® — ax — 1, ahol a tetszbleges.

. Viszonylag konnyti szdmolas utan a determinansos alakbol R(f, f') = n" + (=1)""1(n—
1)1 ezért D(f) = (=1)"=D2(pn 4+ (—=1)" "1 (n — 1)), ahol f(z) = 2" + 2 + 1.
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. Vegyiik észre, hogy 2®" + 1" +1 = £7=F. Tovabbé az 2™ —1 =[] djm Pa() Osszefiiggést
hasznalva m = n-re és m = 3n-re azt kapjuk, hogy ha 3n-nek legalabb két olyan osztoja
van, mely n-nek nem osztoja, akkor z?" + 2™ + 1 reducibilis. A d = n mindig ilyen
oszt6. Tovabba ha d | n olyan, amiben a 3 ugyanakkora hatvanyon szerepel, mint
n-ben, akkor 3d nem osztéja n-nek, de 3d | 3n. Viszont ha n nem 3-hatvany, akkor
van ilyen d # n, tehat a polinomunk reducibilis Q felett. Ha viszont n = 3%, akkor
2" + 2" + 1 = ®ger1 (), ami irreducibilis a 7. feladatsor 15. feladat szerint.

. Legyenek a;-k az f(z) € Z[z] normalt polinom gydkei (1 < i < n). A [[,_;(ci +
;)2 — D(f) kifejezés a gyokoknek szimmetrikus polinomja, melyben minden egyiitthato
oszthato 4-gyel, hiszen D(f) = [];_; (i — ;) és (i + ;)* — (ai — a;)* = doa;. Tehat
a szimmetrikus polinomok alaptétele szerint ez egy 4-gyel oszthato egész szam. Viszont
[]i;(@i + ;) szimmetrikus polinomja a gyokoknek, tehat egész szém, azaz a négyzete
0 vagy 1 modulo 4.



