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Bsc algebral gyakorlat
Mdsodik zdrthelyi dolgozat (2023. december 15.) — megolddsok

a) A megadott matrix determinansa (pl. a Sarrus-szabéllyal szamolva) —5 (1 pont). A mésodik

1 6 .
1 7’ = —1 (1 pont). Tehat

sorhoz és harmadik oszlophoz tartozo elGjeles aldeterminans (—1)%*3

az inverz matrix képletét hasznilva a keresett elem & = (1 pont).

A keresett szorzat (124)(12)(132) = (1324) (1 pont). Ez paratlan permutacié, mivel egyetlen péaros
hosszu ciklus van a ciklusfelbontasaban (1 pont).

Ha o1, 09, 03 jeloli a gyokok elemi szimmetrikus polinomjait, akkor a gyokok és egyiitthatc’)k kozotti

osszefliggések miatt o; = 0, 09 = p, 03 = —q (2 pont). Mésrészt afas+aai+aiai = 02 —20103 =

p? (3 pont).

a) El6szor vegytik észre, hogy xo £ 0 (mod 7), ha zo megoldasa barmelyik kongruencianak a ketts
koziil (1 pont). Tehat z§ = 1 (mod 7), ezért a mod 7 megoldés d = 3 esetén zqp = 4 (mod 7),
d = 2 esetén pedig o = 2 (mod 7) (1 pont). Viszont (z° + 4z — d)’ = 62° + 4, aminek zy = 2
(mod 7) gyoke modulo 7, de zp = 4 (mod 7) nem gyoke (1 pont). A Hensel-lemma miatt igy d = 3
esetén pontosan 1 megoldds van (1 pont), de mivel 245 +4 -4 # 2 (mod 49), ezért d = 2 esetén
nincs megoldas (1 pont).
Az indextablazat a kovetkezd:
j [0 [ 1] 2|3 4(5]6 |7 [8]9[10]n]
22 (mod13)| 1|24 [8|3]6]12]11|9]5]10]7 \
Tehat 11 = 27, 3 = 2* (mod 13). Igy (mivel az 2 = 0 nem megoldas), az r = 2¥ (mod 13)
alakban kereshetjiik a megoldast és az eredeti egyenlet a 7+3y = 4 (mod 12) egyenlettel ekvivalens
(1 pont). Ennek az y = —1 (mod 4) a megoldasa, azaz y = —1,3,7 (mod 12), amibsl x = 7,8, 11
(mod 13) megoldasok ad6dnak (1 pont).

(3 pont)

a) Az 2*' — 1= [ 1424 Pa(z) (1 pont) és z'? — = [ L2 Pa(z) azonossigokat haszndlva ¥ —1=
(212 — 1)@g(2)Poy(z) (1 pont). Innen Poy(x) = ;42:11 = 2% — 2% +1 (1 pont).

Egy test folotti harmadfoku polinom pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gyoke a testben (1
pont). Tehat az olyan Fj f6lotti harmadfoka polinomokat keressiik, melyeknek a 0, £1 szamok
nem gyokei. Ezek 23 —x+ 1,23 —o—1, 22+ 22 -1, 23 + 22 +o -1, 23+ 2> — 2+ 1, 2% — 22 + 1,
23—+ x+1, 23— 2% —2—1 (3 pont; 5 <helyes—helytelen< 7: 2 pont, 2 <helyes—helytelen< 4:
1 pont).

A 9z + 4 = 11y + 6 lineéris diofantikus egyenletet kell megoldanunk (1 pont). Ennek megoldas
r =10+ 11t, y = 8 — 9¢, azaz a labak szama 9x + 4 = 94 + 99¢ alaku (¢ € Z) (1 pont). Mivel
99 + 94 > 180 és 94 — 99 < 0, ezért az egyetlen lehetséges érték a 94 (1 pont).

4. Mivel a @, (z) kdrosztasi polinom féegyiitthatoja 1, a ®,,(z*): @, (x) maradékos osztast el lehet végez-
ni Z[z]-ben is. Igy az oszthatésag pontosan akkor teljesiil Z[z]-ben, ha C[z]-ben (1 pont). Viszont®, (z)-
nek nincsenek t6bbszoros gyokei (1 pont), ezért elég belatni, hogy a bal oldal minden gyoke gyoke a jobb
oldalnak is (1 pont). Node ®,(z) gyokei pontosan a primitiv n-edik egységgyokok (1 pont). Viszont ha
€ egy pr1m1t1v n-edik egységgyok, akkor e* rendJe ) = n a hatvany rendjének képlete szerint (3 pont),

azaz €¥ is primitiv n-edik egységgyok (1 pont), Spemalisan ®,(c%) = 0 (1 pont). Ez pedig azt jelenti,
hogy ¢ gydke a ®,,(z¥) polinomnak (1 pont).

5. A felbontas a kovetkezd: 9z° + 182 + 923 + 22 + 42 + 3 = (x + 1)(92* + 923 + = + 3) (1 pont). A
p = 3 primre a polinom Newton-poligonja az alabbi toréttvonal (3 pont).



Tehat ha a polinomnak van racionalis gyoke, akkor annak 3-adikus értékelése 0 vagy 1 (1 pont).
Maésrészt a polinom minden egyiitthat6ja nemnegativ, tehat csak negativ gyok johet szoba. Ezt kom-
binalva a racionalis gyokteszttel, a —1-et és a —3-at elég behelyettesiteni (1 pont). A —1 tényleg gyok,
a —3 viszont nem (1 pont). Tehat 92° + 182* + 92° + 2% + 42 + 3 = (x + 1)(92* + 92 + = + 3), ahol
92* + 923 4+ z + 3-nak mar nincs gydke, Newton-poligonja pedig

Viszont a Newton-poligont csak 1 hosszi és 3 hosszu torottvonal unidjara lehet bontani, ezért a
polinom — ha felbomlik — csak elsé- és harmadfoki polinom szorzatéra bomolhat (2 pont). Ez pedig
nem lehetséges, hiszen nincs gyoke (1 pont).

6. Ha p = 2, akkor tetszGleges b egész szam megfelel (1 pont). Legyen p paratlan. Ekkor a Legendre-
szimbolum tulajdonsagai miatt (’72) = <;1> (%) (3 pont), azaz (%), (;1>, és (%) koziil nem lehet

p p
mindharom —1 (3 pont). Viszont ha %) = 1, akkor van olyan b egész szdm, melyre b> = a (mod p),
azaz p | b* —a (2 pont), tehat olyan b egész mindenképp van, melyre p | (b* +1)(b* —2)(b*+2) (1 pont).

7. A maétrix i-edik soréanak j-edik eleme legyen ozjfl (1 <i<37,1<j <2023), ahol oy, ..., a3
paronkeént kiilonbo6z6 (komplex) szamok. Ekkor tetszoleges 37 x 37-es aldeterminans egy Vandermonde-
determinéns, ami nem 0 (10 pont).



