Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
Hatodik feladatsor

1. Hatarozzuk meg Cardano képletének felhasznalasaval, hogy az o3 — 3px + 2 egyenletnek mely p valos
értékek esetében van 1, 2, illetve 3 valos gyoke.

2. (3.8.6) Oldjuk meg: 2® —6ix —i+8 =0, 23+ 120 —16i = 0, 2® =212 +20 = 0, 2 + 22 + 42— 3 = 0.

3. (3.8.7) Keressiik meg az f(z) = #*—1022+1 polinom harmadfoki rezolvensének mindharom gyokét.
Hogyan valtozik f felbontéasa két masodfoku szorzatara, ha a rezolvensnek més-mas gyokét hasznéljuk?

4. (3.8.8%) Legyen f(x) = 2 +pr?+qr+r = (v — 1) (v — ) (x — a3)(x — ay), ahol ay, s, a3, a4 € C.
Igazoljuk a kovetkez§ allitasokat.

(1) 041+042+OZ3+OZ4:O.

(2) Az f harmadfoku rezolvense g(x) = 8(x — uy)(x — ug)(x — ug), ahol

Uy = (041052 + Oé3064)/2, Uy = (041063 + 062044>/2, Uz = (a1a4 + 062043)/2.

(3) Ha a megoldasi eljarasban az u = wu; gyokot hasznaljuk, akkor az f méasodfokaakra torténd
felbontasanak tényezéi (r — aq)(x — ag) és (x — az)(z — ay) lesznek.

) 2U1 —p= (ozl + 012)2.

) g = (a1 + ag)(agg — azary).

) u —r = (a1an — azay)? /4.

) Ha oy + ay = ag + ay = 0, akkor u? —r = (a; — a3)*(ap — a3)?/4.

5. Igazoljuk, hogy az z* + px?® + gz + r polinomnak pontosan akkor van tobbszords gydke, amikor a
harmadfoku rezolvensének.

6. (4.2.25) Adjuk meg az alabbi hat permutécio ciklusfelbontésat és elGjelét.
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(1234)(35)(1432)(35), (12345)(234)(12345),  [(12)(23)(34)]'**.
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] Hhatulrol elére” permutacioval is.

7. Bizonyitsuk be, hogy (12---k) = (21)(32) - - - (k, k—1), illetve hogy (12--- k) = (1, k)(1,k—1)--- (12).

8. Hany kiilonb6z6 hatvanya van az f = (12)(34)(567) permutéacionak? Mely n és k egész szamokra
lesz f* = f?

9. (4.8.14) Mutassuk meg, hogy ha (x;...x) egy ciklus az S, csoportban, és f € S,, akkor f o
([L’l - ZL‘k) o ffl = (f({lfl) ce f(l‘k))

10. Rendezhetdk-e a konyvek a konyvespolcon ha csak szomszédos konyvek cseréjét engedjiik meg?
11. (Kételez6en beadandé HF) Mely f € S, permutéciok cserélhetsk fol az (1,2,...,n) ciklussal?
12. (4.2.30) Igazoljuk, hogy minden péaros permutacioé harmasciklusok szorzata.

13. Igazoljuk, hogy egy permutécié pontosan akkor paros, ha ciklusfelbontasaban a paros hosszu cik-
lusok szama paros.

14. (4.2.32) Igazoljuk, hogy egy permutécié pontosan akkor hatvanya egy ciklusnak, ha diszjunkt cik-
lusfelbontasaban a ciklusok hossza azonos (az egyelemt ciklusok nélkiil).

15. Igazoljuk, hogy S,, minden eleme elGall legfeljebb n — 1 transzpozici6 szorzataként.
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16. (4.2.33*) Legyen G iranyitatlan graf az {1,2,...,n} halmazon. Tekintsiik a graf éleinek megfelels
cseréket. Mutassuk meg, hogy ezek segitségével akkor és csak akkor kaphaté meg minden permutéacio,
ha G 0Osszefiiggd.

17. (4.2.35*) Tegyiik fel, hogy k és t egynél nagyobb, relativ prim egészek. Az 1,2,...,n szamok
1,2,...,n sorrendjébdl kiindulva tetszéleges két olyan elemet folcserélhetiink, amelyek kiilénbsége &
vagy t. Bizonyitsuk be, hogy ilyen lépések egymasutanjaval akkor és csak akkor juthatunk el minden
lehetséges sorrendhez, ha £k +¢t —1 < n.

18. (*) 17 rab van egy bortonben. Mindegyikiik homlokara egy egész szamot ragasztanak tgy, hogy ezek
paronként kiilonbozdk legyenek. Mindenki latja a tobbiek szamat, de a sajatjat nem. Egy adott jelre
minden rab felemeli a bal- vagy a jobb kezét. Ezutan ha mindannyian tudjak a szidmok nagysag szerinti
sorrendjét, akkor mindet elengedik — egyébként kivégzik cket. A rabok el6zetesen Gsszebeszélhetnek. Ki
tudnak-e jutni a bortonbdsl?

19. Szamitsuk ki az alabbi determinansok értékét:
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20. Egy determinans egyik kifejtési tagjat tiikrozziik a determinans mellékatlojara. Hogyan valtozik
meg a megfelel§ permutacidoban az inverziok szama?

21. Ha egy A € R**® matrixra det A = 5, akkor mennyi det(A + A)?
22. Egy 2023 x 2023-es determinéns minden sora szamtani sorozat. Szamitsuk ki a determinanst.

23. Legyen M egy 3 X 3-as valos matrix, melyre MT = —M. Mutassuk meg, hogy a determinansa
nulla. A 3 helyett milyen n egészekre lesz biztosan igaz az analdg allitas?

24. Igazoljuk, hogy ha egy komplex elemi determinansban a;; = @;; minden ¢, j-re, akkor a determinans
értéke valos.

25. Egy (egészegyiitthatos) determinédnsban minden oszloposszeg oszthatod 7-tel. Bizonyitsuk be, hogy
a determinans értéke is oszthato 7-tel.

26. Igazoljuk, hogy ha egy n X n-es matrixban van egy m x k-as téglalap csupa nullakbol, és m+k > n,
akkor a matrix determinénsa nulla.

27. (*) Igazoljuk, hogy a vezéregyesek szama nem fligg a Gauss-eliminaciéo modjatol.

28. (*) Igazoljuk, hogy ha M egy nilpotens matrix (azaz valamelyik hatvanya 0), akkor I — M inver-
talhato (itt I az egységmatrix).



