Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
Elsd feladatsor

ElSsadaskivonat, feladatsorok, kévetelmények:
https://zabradi.web.elte.hu/algebra_es_szamelmelet_2023-240.html

A K1.2.4 jelolés a Kiss Emil: Bevezetés az algebrdba ingyen letolthets konyvre utal, az igy
jelolt feladatok megoldasai is elérheték a fenti honlapon. Konzultacié a hivatalos fogado-
ordkon kiviil is kérhet6 emailben.

Gyakorlati jegy. A két évfolyamzarthelyit legalabb 20 + 20 pontosra kell megirni (min-
den feladat 10 pont, mindkét ZH-n 7 feladat lesz); ha ez nem sikertil, akkor a gyakorlatvezets
engedélye esetén a félév végén javito zarthelyit lehet irni. A héazi feladatokbol szintén 20 pon-
tot kell elérni legalabb (mindegyik HF 5 pontos, minden héten lesz egy kotelezéen beadandd).
A csillagos feladatokat is be lehet adni, ezek is 5-5 pontot érnek, de a minimumfeltételbe
nem szamitanak bele. Részletek, id6pontok a fenti honlapon.

1. Mennyi lehet egy szam négyzetének a

e hiarmas maradéka?
e négyes maradéka?
e Ot0s maradéka?

2. Mely p egész szamokra lehet p, p + 2 és p + 4 egyszerre prim?

3. Tegyiik fel, hogy az (a, b, ¢ szamjegyekbdl allo) abc haromjegyt szam oszthatd 37-tel.
Mutassa meg, hogy ekkor a bca szam is oszthato 37-tel.

4. Egy sokszog atloinak szama primszéam. Hény oldala a sokszog?
5. Hatarozzuk meg azokat az n természetes szamokat, melyekre n* + 4 primszam.
6. Igazoljuk, hogy végtelen sok a) 4k + 3, b) 6k + 5 alaka prim van.

7. Bizonyitsuk be, hogy minden N természetes szdmra létezik N darab egymast kovetd
osszetett szam.

8. Mely p primekre lesz pP~! osztoja (p — 1)P + 1-nek?

9. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan nemkonstans egész egytitthatoés f(z) polinom, amely
az x valtozé minden egész értékére primet vesz fel.

10. (*) Bizonyitsa be, hogy létezik végtelen sok olyan n természetes szam, amelyre n | 2" +1
teljestil.

11. (*) Bizonyitsuk be hogy kf+1 darab pozitiv egész szam koziil mindig vagy kivalaszthato
k+1 darab olyan, amelyek koziil egyik sem osztdja a masiknak, vagy pedig £+ 1 darab olyan,
amelyek sorbarakhatok tigy, hogy mindegyik szam osztdja a kovetkezd szémnak.

12. Végezziik el az alabbi miiveleteket a polinomok korében, és allapitsuk meg az eredmény
fokat: (23 + 3z% +2) — (2® 4+ 3z — 4), (2% + 22 + 3) (2 + 3).

13. Mi lesz a 20-adfoku tag egyiitthatoja a (22'°+2° — 1) (22 + 25 — 27 + 3z) polinomban?
14. Egy tizedfoku és egy n-edfoki polinom 6sszege 6todfoki. Mik n lehetséges értékei?
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15. (*) Igazoljuk, hogy x + sin(x), illetve x — 1/z (x # 0) nem polinomfiiggvény.

16. Emeljiik ki az  — 1 gyoktényez6t az 2® — 7o + 6 polinombol, majd hatarozzuk meg az
Osszes gyokét.

17. (2.4.14) A Horner-elrendezés segitségével dontsiik el, hogy az f(z) = x®—4a+a3—2%+4
polinomnak gyoke-e a 2 szam, és irjuk is fel f(z)-et (x — 2)g(z) + f(2) alakban.

18. Iteralt Hornerrel irjuk fel az f(z) = 22° — 62* + 52° — 42> + 3z — 3 polinomot (z — 1)
polinomjaként, azaz keressiik meg azt a g(x) polinomot, melyre f(z) = g(z — 1).

19. (2.4.16) Az n-edfoku f(x) polinomba behelyettesitjiik a b szamot. Hany szorzasra van
sziikség f(b) kiszamitasahoz, ha egyaltalan nem triikkodziink; ha a b hatvanyait el6re kisza-
moljuk; ha a Horner-elrendezést hasznaljuk?

20. (2.4.20) Van-e olyan f € Z[z], melyre f(10) = 400, f(14) = 440 és f(18) = 5207

21. (2.4.26) Ha az f € Z[z] polinom négy kiilonb6z6 egész helyen is felveszi az 5 értéket,
akkor felveheti-e egy egész helyen a 12-t7

22. (2.5.11) Hanyszoros gyoke az x* — 2 — x + 1 polinomnak az 1?7 (Iteralt Horner).
Hatarozzuk meg a derivaltjanak a gyokeit is.

23. Adjunk példat olyan 1640 foka polinomra, melynek az 1 pontosan tizszeres, a —1 pedig
pontosan 20-szoros gyoke.

24. Ha az 1 (pontosan) 6tszoros gyoke f-nek és hatszoros gyoke g-nek, akkor hanyszoros
gyoke f + g-nek, illetve f + g + fg-nek?

25. (3.3.16) Adjuk meg a 223 + 3z + 5 polinom racionalis gyokeit.

26. Hatarozzuk meg azt a ¢ szamot, melyre a 6z + 23 + 2322 + 42 + ¢ polinomnak gyoke
az 1/3, majd irjuk fol gyoktényezds alakban a kapott polinomot.

27. Legyen f(z) = 62*+352% 46222+ 352 +6. Irjuk fol f(z)/x2-et v+ (1/z) polinomjaként,
majd keressiik meg a gyokeit.

28. (*) Legyen f(x) = ap+ a1z + ...+ a,a™ € Rlz] paros foka polinom, amely ,feje tetejére
allitva is 6nmaga”, azaz a; = a,_; minden 0 < ¢ < n esetén, és ag # 0. Mutassuk meg, hogy
f(z)/a™/? felithaté = + (1/z) polinomjaként.

29. (3.5.8%) Legyen f(z) = ag + a1z + ... + a,2" € R[z], ahol ag és a, nem nulla, és
g(x) = a, + ap_1x + ... + agx™. Igazoljuk, hogy a g polinom R-beli gytkei pontosan az
f gyokeinek a reciprokai (multiplicitassal szamolva is).

30. (*) Legyenek py, ..., p,—1 nemnegativ valos szamok, nem mind nulla. Bizonyitsuk be,
hogy a 2" — pp,_12" 1 — -+ —p1z — py = 0 egyenletnek pontosan egy pozitiv gyoke van.

31. (*) Hany harommal nem oszthat6 egyiitthatéja van az (z + 1)™° polinomnak?



