Algebra3 matematikus
1. ZH — megoldasok
2018. oktober 19.

. Az elem altal generalt részcsoport elemei mindig centralizéljak az adott elemet, tehat

azt kell belatni, hogy ha g € Ss centralizalja (12)(345)-6t, akkor g = ((12)(345))"

valamilyen k& € Z-re. Masrészt (12)(345) rendje [2,3] = 6, ezért elég belatni, hogy

C = Cs,((12)(345)) is ekkora. Ss-ben azon elemek konjugaltak (12)(345)-tel, amiknek

ugyanaz a ciklusszerkezete. Ilyenbdl (g) -2 = 20 van, hiszen a 2-es ciklus (g) -féle lehet,

és ha azt rogzitettiik, akkor a harmasciklus mar csak 2-féle. Végiil a palya-stabilizator
=0

lemma alapjan |C| = 55 =

. Ez egy ©(16) = 8 elemii Abel-csoport, melynek elemei a paratlan szamok (mellékoszta-
lyai) 16-ig. Masrészt (2n+1)"—1 = ((2n+1)>—1)((2n+1)?+1) mindig oszthato 16-tal,
hiszen 8 | (2n+1)> =1 =4n(n+1) é¢s 2| (2n+1)?> + 1. Tehat az elemrendek 1,2, ill. 4
lehetnek. Tovabba 32 =9 # 1 (mod 16), ezért a 3 egy negyedrendii elem. Méasrészt a 7
masodrendii: 72 = 49 = 1 (mod 16), és nincs benne a 3 altal generalt részcsoportban,
azaz (ZJ16Z)" = (3) x (7) = Z, X Zs.

. Valasz: n = b-re és 10-re. ElGszor is a forgatasok konjugaltosztalyai legfeljebb két
elemiiek, hiszen a centralizatoruk legalabb n elemt (tartalmazza az Osszes forgatast).
Igy csak titkrozés lehet az elem. Lattuk gyakorlaton, hogy ha n paratlan, akkor egy
tiikrozésnek D,-ben kételemi a centralizatora, igy konjugéltosztélya 27” = n elem,
azaz n = 5. Ha pedig n paros, akkor 4-elemii a centralizator, ezért %T" = 2 elemi a

2
konjugaltosztaly, tehat n = 10. Mindkett§ jo is.

. Ez esetben két kiilonb6z6 p-Sylow részcsoport metszete 1 elemi, azaz csak az egység-
elembdl all, hiszen a metszet mindkettGben részcsoport, ezért rendje osztja p-t (ha pedig
p lenne, akkor ugyanaz a két p-Sylow). Tehat minden p-Sylowban van pontosan p — 1
db p-rendd elem, és ezek mind diszjunktak, igy szamuk a (p — 1)|Syl,(G)|. Végeze-
tiil minden g € G p-edrendd elem benne van egy p-Sylowban, hiszen (g) egy p rendii
részcsoport (azaz jelen esetben p-Sylow), mely tartalmazza g-t.

. Valasz: 21, illetve 3. Az vilagos, hogy a b, ill. d elemek altal generalt részcsoport
norméaloszté G = {(a,b | a® = b" = 1,aba™ = b?)-ben, illetve H = {c,d | ¢ = d" =
1,cdc™! = d3)-ban, hiszen zart a generatorokkal valé konjugalasra. Tovabba G minden
eleme b*a™ alakba irhato, ahol 0 < k < 6 és 0 < a < 2, hiszen ha egy széban egy
a megel6zne egy b-t, akkor azokat meg lehet cserélni az ab = b?a szabaly segitségével.
Tehat |G| < 21, ugyanigy |H| < 21. Mivel a 2 rendje az F> multiplikativ csoportban
3, ezért van egy olyan csoporthomomorfizmus Z3 = {a | a® = 1)-b6l F¥ = Aut(Z;)-be,
mely a-t épp a 2-be kiildi. Az igy konstruélt szemidirekt szorzat 21 elemii és teljesiti
a fenti relaciokat (b a Z; egyik generatoreleme). A H esetében viszont vegyiik észre,
hogy d = Ade™3 = Ad’c™? = c(cdc™)3c™! = ed’c™ = d*'. Viszont ezt kombinélva
d” = l-gyel d = 1 adoédik. Specialisan H legfeljebb 3 elemt, hiszen ¢ generalja. Igy
H = Z3, hiszen a Z3 teljesiti a fenti relaciokat ¢ generatorral és d = 1 valasztéssal.

. Valasz: nincs, illetve p =2,3,5 és 5 | p — 1 esetén. Tegyiik fel, hogy |G| = 25p. Ekkor
G-ben az 5-Sylow részcsoportok szama 1 vagy p, tovabba 1 maradékot ad 5-tel osztva.
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Ha 5t p—1, akkor tehat a H < G 5-Sylow részcsoport normaloszto. Tovabba H Abel: a
centruma nemtrivialis, viszont ha Z(H) 6telemt lenne, akkor H/Z(H) is 6telemi, azaz
ciklikus. Viszont ha h tetsz6leges Z(H )-n kiviili elem, akkor centralizatora tartalmazza
Z(H)-t és h-t is, azaz az egész H-t. Ezzel az els6 kérdést meg is valaszoltuk. Specialisan
H vagy ciklikus, vagy Zs x Zs-tel izomorf. Els6 esetben Aut(H) = (Z/25Z)* ¢(25) = 20
rendd, a masodik esetben pedig Aut(H) = GLy(F;) 24 - 20 = 480 rendd. Node a P p-
Sylow G-ben hat a konjugélassal H-n, ami megad egy P — Aut(H) homomorfizmust,
ami a Lagrange-tétel miatt trivialis, ha p # 2,3,5. Ha ez a csoporthomomorfizmus
trividlis, az azt jelenti, hogy H és P két tetszGleges eleme felcserélhets, azaz az egész
G kommutativ (hiszen H és P generalja és mindketté kommutativ). Ha p = 2,3, vagy
5, akkor Cauchy tétele miatt létezik p rendi elem Aut(Zs x Zs)-ben, azaz létezik egy
(Z5 % Zs) x Z,, nemkommutativ szemidirekt szorzat, mely 25p rendd. Végiilha 5| p—1,
akkor van egy Z, X Zs nemkommutativ szemidirekt szorzat, melynek Zs-tel vett direkt
szorzata megfelel.

. El6szor vegyiik észre, hogy Z; X Zs-ben 4 darab 4-edrendii elem van (additivan ir-
va): (1,0), (1,1), (3,0), és (3,1). Aut(Zy x Z3) hat ezen a négyelemti halmazon. Ré-
adasul ha egy ¢ € Aut(Z; x Z3) automorfizmus minden negyedrendid elemet fixen
hagy, akkor az identikus, mert ezek a negyedrendtiek generaljadk Z; x Zo-t. Igy azt
kaptuk, hogy Aut(Z; X Zs) izomorf S, egy részcsoportjaval. Masrészt belatjuk, hogy
|Aut(Zy x Zy)| = 8: ebbdl mar kovetkezik az allitas, mert Sy-nek a 2. Sylow-tétel szerint
egyetlen nyolcadrendi részcsoportja van izomorfia erejéig, mégpedig a 2-Sylowja, ami
Dy-gyel izomorf. A véges Abel-csoportok bizonyitasabol kovetkezik, hogy Z, x Zs-ben
minden H; negyedrendd ciklikus részcsoport direkt Gsszeadando, azaz van egy olyan
mésodrendd Hy részcsoport, melyre Z, X Z; = H; x Hy. Tehat van egy olyan au-
tomorfizmus, ami az adott Z4-et Hi-be viszi. Tovabba Zj-nek is van olyan automor-
fizmusa, ami megcseréli a két generatorelemet (azaz az l-et és a 3-at). Specidlisan
Aut(Zy x Zy) tranzitivan hat a negyedrendd elemeken. Masrészt (1,0) stabilizatora 2
elem: nyilvan ami (1,0)-t fixen hagyja, az (3,0)-t is, tehat csak a masik kettst cserél-
heti meg, ilyen automorfizmus pedig tényleg van: a (0, 1)-et (2,1)-be kiildjiik. Tehat
|Aut(Zy x Zy)| =4-2=28.



